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Prefatá 


Această nouă lucrare apare ca o continuare firească a lucrării 
[6]; ambele reprezintă de fapt aplicaţii la lucrările [4, 5]. 

Dacă [6] contine арПсіп legate de structurile algebrice 
fundamentale de grup, inel şi corp, actuala lucrare conține aplicaţii 
legate de spaţii vectoriale. 

Cele aproape 200 de probleme (împreună cu soluţiile complete) 
sunt structurate pe 6 paragrafe în concordanţă cu structura lucrărilor 
[4,5]. 

Lucrarea se adresează în primul rând studenților de la facultățile 
de matematică-informatică, oferind ,,material" pentru seminarizarea 
cursurilor de algebrá liniará. 

Ea poate fi utilizată în egală măsură şi de studenții politehnişti 
ca şi de profesorii de matematică din învățământul preuniversitar. 

Primele 4 paragrafe pot fi utilizate şi de elevii claselor a XI-a şi 
a XII-a pentru pregătirea traditionalelor concursuri de matematică de Іа 
noi. 

Sperăm că şi de data aceasta am oferit cititorilor noştri o lucrare 
utilă şi de calitate. 


Craiova, 13.10.2002 Autorii 
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Index de notatii si abrevieri 


: astfel incát 

: implicatia (echivalenta) logicá 

: cuantificatorul universal (existențial) 

: elementul x apartine multimii A 

: multimea A este inclusá in multimea B 

: multimea A este inclusá strict in multimea B 
: intersectia multimilor А si B 

: reuniunea mulțimilor A si B 

: diferenta multimilor А si B 

: diferenta simetricá a multimilor A si B 

: familia submultimilor multimii M 

: complementara in raport cu M a multimii A 


: produsul cartezian al multimilor A si B 
: cardinalul multimii M ( dacá M este finitá |M| 


reprezintá numárul elementelor lui M) 


: functia identicá a multimii А 

: multimea numerelor naturale (nenule) 

: mulțimea numerelor întregi (nenule) 

: mulțimea numerelor raţionale (nenule) 

: mulțimea numerelor raţionale strict pozitive 
: mulțimea numerelor reale (nenule) 

: mulțimea numerelor reale strict pozitive 


: mulţimea numerelor complexe (nenule) 
: simbolul lui Kronecker ( adică 1 pentru і =] şi 0 


pentru i = j) 


: modulul numărului complex z 
: vom desemna în general un corp comutativ 
: K x... x K (den ori) 
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: numárul intreg m divide numárul intreg n 
: cel mai mic multiplu comun al numerelor naturale m 


sin 


: cel mai mic multiplu comun 
: cel mai mare divizor comun al numerelor naturale 


msin 


: cel mai mare divizor comun 
: m este congruent cu n modulo p ( adică p | m-n) 


: multimea claselor de resturi modulo numárul 


natural n (n > 2) 


: multimea matricelor pátratice de ordin n cu 


elemente din multimea K 


: multimea matricelor cu m linii si n coloane, cu 


elemente din multimea К 


: matricea unitate ( nulá) de ordin n ( n > 2) 

: urma matricei pătratice M 

: determinantul matricei pátratice M 

: inversa matricei pátratice M 

: transpusa matricei pátratice M 

: adjuncta matricei pátratice M 

: rangul matricei M 

: grupul liniar de grad n peste corpul К 

: grupul special de grad n peste corpul K 

: mulțimea permutárilor asupra unei mulțimi cu n 


elemente 


: Н este subgrup al grupului G 


: K-spatiile vectoriale Visi V2 sunt izomorfe 


: mulțimea aplicaţiilor liniare de la V; la V; 
: multimea endomorfismelor lui V 

: dimensiunea lui V peste К 

: nucleul lui f 

: imaginea lui f 

: rangul lui f 

: suma K-spatiilor vectoriale V; 51 V? 


: suma directă a K-spatiilor vectoriale V; şi V2 


: polinomul caracteristic al lui f 
: polinomul caracteristic al matricei M 


: spațiul vectorial al vectorilor proprii corespunzători 


valorii proprii A 
: problemă de programare liniară 


: inelul polinoamelor într-o nedeterminată cu 


coeficienți în inelul comutativ A 
: Funcţia polinomială ataşată polinomului fe A[X] 
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А. ENUNTURI. 


81. Matrice. Determinanti. Inversa unei matrice. 
Rangul unei matrice. 


1.1. Fie АЄМ,(С) iar A matricea се se obţine din A înlocuind 
fiecare element prin conjugatul sáu. Sá se demonstreze cá: 


(i) det(4)- ае); 

(1) det(A4- 4) = det(4) > 0; 

(iii) Dacă A, ВЕМ,(Ё) si AB-BA, atunci det( A^-B^)7 0; 
(iv) Dacă АЄМ,(Ё), atunci det(A2+I, )>0. 


5 
1.2. Fie А- Ë 1 ЄМ,(С). Să se arate că : 
с 


(1) A verifică ecuaţia matricealá X^-(a--d)X--det(A)L = Оз; 
(ii) Dacă există k>2 ал. Ak= О, şi A=O, atunci A2= О». 


Ь 
1.3. Fie 2 A €M»(C). Să se arate cá pentru orice п>1 
с 


există xy, y,€ C ал, А"-х,А-у, р cu xi = 1, х= acd, y = 0, у= -det(A) 


iar pentru n22, X4 = XoX4*yoX44 Sl Yn = УХ. 


1-1 
Aplicație. Sá se calculeze А" (022) pentru a- А | 


І 
L- 2 1--1 
А- $1 А- : 
-1 4 1 3 


b 
1.4. Sá se determine А- | ЄМ,(27) a.i. det(A2-A2) = 1. 
с 


1.5. Fie ne N, n>3. Să se determine XeM,(R) a. î.: 
n n-2 1 -1 
X"-X"- : 
-] 1 


1.6. Fie АЄМ,(Ё) cu proprietatea cá А? = 1„. Să se demonstreze 


cá pentru orice ХЄМ,(К), există Y, 7ЄМ,(К) unice a. i. X = Y + Z, 
AY =Y şi AZ = -7. 


1.7. Fie A, ВЕМ,(Ё) (n>2) ал. A+B? = On. 
Sá se demonstreze cá : 


(1) Dacă n = 4k cu КЕМ”, atunci det(AB-BA)>0; 
(ii) Dacă n = 4k+2 cu kE NÚ, atunci det(AB-BA) <0; 
(iii) Dacă n = 4k+1 sau 4k*3 cu k€ N, atunci det(AB-BA) = 0. 


1.8. Fie А, Ве М.К). Sá se arate са dacă АВАВ = О», atunci 
BABA = O.. Este rezultatul adevărat in Мз(Ҝ)? 


1.9. Fie A, BeM,(C) si «ЄС. 

58 se arate са: 

(i) tr(A+B) = (А) + (В); 

(ii) tr(a A) = atr(A); 

(iii) tr(AB) = tr(BA); 

(іу) Dacă UEM,(C) este inversabilă, atunci tr(UAU'!) = (А). 


1.10. Dacă A, BEM,(C) şi A+B = AB, atunci AB = BA. 


a Бс 
111.НеА-|Р? с а |Єм;(0). 


са b 


(1) Calculând în două moduri det(A) să se deducá egalitatea: 
ан -с”-Зайс = (a+b+c)( a-+b*+c?-ab-bc-ca); 
(ii) Utilizând (1) să se deducá faptul cá produsul a două numere 


de forma a^--b^-c^-3abc (cu a, b, се Z) este de aceeaşi formă. 


1.12. Fie a, b, с, а’, b’, c'eC. 
(1) Sá se demonstreze cá 
a 51 alc 
c a l--b 1 a|2a? +? «c? - ab - ac - bc ; 
b с 1 c 1b 
(ii) Utilizând (i) să se deducá identitatea: 
(a? +b? + c? - ab - ac - bc) (a? +b? +c”? —a'b' -a'c' -b'c = 
= ABC? -AB-AC-BC, 
unde А = aa +bc +cb , B = ac +bb +ca , C = ab +ba +cc . 


1.13. Fie A€M,(C) ВеМ,.(С) si Сем,(С). Să se 
demonstreze cá 


det E det( А). det(C 
e о, с)” е4) - det(C) 
(unde О, „ЄМ, (С) este matricea cu toate elementele egale cu zero). 


1.14. Fie A, B, Се М,(С). Sá se demonstreze cá 


dei On А Cay - det 4)- dei( B 
“р im et( 4): det(B). 


1.15. Fie A, ВеМ,(С). Să se demonstreze cá 


А -В 2 
| | -(бе( 4-18). 
B A 


а -b -c -d 
. b d 
1.16. Fie M = Ё © |eMa(C). 
c d -b 
а -c b a 


Sá se demonstreze cá det(M) = ( а+2+с2+4> y. 


1.17. Fie xi, хо, хз, ЄС şi 


X; X X4 X4 
X — X —X X 
Эн 2 1 4 3 
A(Xi, Xo, Xs, X4) = : 
Хх Хү, -Хро-Х, 
ХІ — Хх -х 


(1) Sá se arate cá det A(xi, Хо, хз, X4) = (x? + x + Хо + х1)? 5 
(ii) Dacă mai avem у), y», уз, y4€ C, atunci 
A(Xi, хо, хз, X4) © А(уі, уз, уз, ya) = А(21, Z2, 73, Z4), 
CU Zi = Ху T Xoyo T Хзуз + хул 

Z2 = Xiya- Хоу + Xaya - Хауз 

Z3 = Xiys- Xaya- Хзу + Xayo 

Za = Xiy4 T X2Y3 - Xayo - хау; 
(iii) Sá se deducá din (11) identitatea lui Euler: 

2 2 2 2 2 2 2 257,2 S de 2 2 2 

(хі +X) +53 +х4) (ур жу; %у; YA) ZA +Z, +Z; +21. 


1.18. Dacá a, b, c, de C, atunci 
1 1 


= a2+b”>+c2-2ab-2bc-2ac+2d: 


Ша сов 


1 
0 
с 


= A[a?+b?+c?+d7-2(abractad+be-+bd +cd)]. 


= 
= 
| 
= 
= 
© 5.0 о 98 


avem: 
ай Anj ау а, ац а) 
а an| 1042: а» аҙ) аһ 
оп а 1 ау Anj 141 а}; а) An 
E "E аз аҙ| |43 43 аҙ) 4;, 
1 
ад ann . 
ай ар| а dj ац аһ 
ад 4,2 ад 4,3 ад a nn 
(unde а;е C). 


1.20. Fie Ai, A»,..., A, mulţimi finite. Notám cu a; numărul de 


elemente ale mulțimii АА, 1, j-l, ..., n. Dacă A este matricea 
(a; isi <| Să se arate cá det(A)2 0. 


1.21. Fie (a; iz; j<„ o matrice de ordinul n, definită astfel: 
а; = max(1, |), oricare ar fi i, j = 1,2, ..., п. Să se calculeze det(A). 


1.22. Fie (a; isi <, o matrice de ordinul n, definită astfel: 


aj = min(i, j), oricare ar fi 1, = 1, 2, ..., п. Să se calculeze det(A). 


1.23. Fie (a; iz; ., О matrice de ordinul n, definită astfel: 


aj = | i-j |, oricare ar fi i, j = 1, 2, ..., n. Să se calculeze det(A). 


1.24. Fie A o matrice pátraticá de ordinul 3, ale cárei elemente 
sunt —1 şi +1. Sá se arate cá: 
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(1) det(A) este un numár par; 
(ii) Sá se determine valoarea maximá (respectiv minimá) pe care 
o poate lua det(A). 


1.25. Fie A o matrice pátraticá de ordinul 3, ale cárei elemente 
sunt 0 si 1. Sá se determine valoarea maximá pe care o poate lua det(A). 


1.26. Fie (a;),4;., 0 matrice de ordinul n, a. i. адЄ(-1, +1}, 


oricare ar fi i, |-1, 2, ..., n. Sá se arate cá det(A) este un număr întreg 
multiplu de 27%, 

1.27. Sá se calculeze valoarea maximá (respectiv minimá) a 
determinantilor de ordinul 4 ale căror elemente sunt –1 şi +1. 


2 3 
1.28. Să se rezolve in М(С) ecuaţia v ; (nz2). 


1.29. Fie АЄМ,(С) inversabilá. Sá se demonstreze cá 
(А)! = (A). 


1.30. Dacă АЄМ,(С) este inversabilă şi simetrică, atunci şi A” 
este simetrică. 


1.31. Fie АЄМ,(С) pentru care există КЕМ, k>2, a. i. А* = О». 
Să se demonstreze cá det(L;-A-...- AF!) = 1. 


1.32. O matrice АЄМ,(С) se zice involutivă dacă A? = I, si 
idempotentă dacă А?- A. Sá se demonstreze că: 
(1) Dacă A este idempotentá atunci 2А-1, este involutivă; 


< : : xm . 1 . 5 
(1) Dacă A este involutivă atunci 2 (А-1,) este idempotentă. 


1.33. Fie AEM;(R) ce are elementele de pe diagonala principală 
1. TONER 
egale cu 5 lar suma elementelor de pe fiecare linie si fiecare coloaná 


egalá cu 1. 
Să se arate cá det (A) > 0. 
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1.34. Ғе АЄМ,(К) si ХеМ,(К) ce аге toate elementele egale. 
Să se arate cá det (A+X)-det(A-X) < det'(A). 


1.35. Dacă A, Ве М.С), atunci 
(ж) det (A+B)+det(A-B) = 2[det( A)*-det(B)]. 
Reciproc, dacá avem п>2 a.i. (ж) este verificatá pentru orice 
A, Be M,(O), atunci n = 2. 


b 
1.36. Fie 2 н) €M»(C) cu аға, b+c, 6+0, c=0. Să se 
с 


demonstreze са, dacă pentru numărul natural п>1 notăm 


c, d 


n n 


n fa, b, .b C, a-d, : 
A = „ atunci == „pentru orice n> 1. 
b c d 


3 5 
1.37. Fie matricea A= Ё ! Sá se demonstreze cá pentru 


orice n>2 există matricele X, ҮЄМ,(С) nenule, distincte şi a. i. 
A-X' Y". 


1.38. Fie АеМ,(К) a.i. A) = АҢ, Sá se demonstreze cá 
det(A)>0. 


1.39. Fie n€ RJ, n>2 şi АЄМ (К) a. i. pentru un КЕМ” să avem 
А<- A+. Să se demonstreze că: 

(1) Pentru k impar avem det(A) > 0; 

(1) Pentru k par şi n impar concluzia de la punctul (1) nu mai este 
neapărat adevărată. 


1.40. Sá se demonstreze că, dacă А, В, СеМ,(К), iar aceste 
matrice comută între ele, atunci det(A?+B7+C?-AB-BC-CA)>0. 
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1.41. Fie А, ВЄМ,(Ҝ) a. i. det(AB+BA)<0. Sá se arate cá 
det(A^-B?)2 0. 


1.42. Dacă А, ВЄМ,(С) si acC, atunci det(al,+AB) = 


= det(al„+BA), iar apoi să se deducá faptul că dacă Pe C[X], atunci 
det P(AB) = det P(BA). 


1.43. Fie ВЄМ,(Ё) a. i. B? = О». Arátati că pentru orice 
АЕМХК) au loc inegalitátile: det(AB+BA)>-1 şi det(AB-BA)x 1. 


1.44. Fie A, BeM;(R). Să se calculeze det(A) ştiind cá sunt 
îndeplinite condiţiile: 
(1) 
det(A + B) + det(A — C1 B) + det(4 + C? B) +...+ det(A + (C1) C? B) = 0 
(îi) det(B*+L) = 0. 


1.45. Fie A€M»(IR). Arátati cá următoarele afirmaţii sunt 
echivalente: 
(i) există рем” a. î. А?-О;; 
b 1+sinb 
(1) există a, БЄВ a. î. A = a ( нь Ж | | 


—-]-sinb -cosb 


1.46. Fie A, B, CeM,(C) B fiind inversabilá. Sá se 
demonstreze cá urmátoarele afirmatii sunt echivalente: 

( ABC = AB + BC; 

(ii) CB'A = СВ! + B'A. 


1.47. Fie АЄМ,(К), Azi», pentru orice AER. Sá se arate cá 
ecuaţia X `! - X ! = A admite soluţii ХеМ.(К) dacă si numai dacă există 
p€ R- (2) a. i. A= pA. 


1.48. Fie АЄМ:(Ё) cu det(A) = d = 0, a. î. det(A*dA ) = 0. Sá 
se arate cá det(A-dA^) = 4. 
14 


b 
1.49. Fie 2 „| ЕМХК) cu аға >2. Sá se arate că oricare 
c 
ar finc N, A"zL. 


1.50. Fie А, B, СЄМ,(К), matrice саге comutá două câte două, 
a. 1. numerele det(A), det(B), det(C) sunt nenule si nu au toate acelaşi 
semn. Sá se demonstreze cá det(A^-B^-C^) > 0. 


1.51. Fie АЄМ,(Ё), АО; cu proprietatea că există ае Ж. a. f. 
A+A'=al,. Să se arate cá oricare ar fi meZ există ЪЄҜ (care depinde 
de m) a. i. АЗҚАУ"-Ы,.. 


1.52. Fie matricele nenule Ao, А), ...,А.ЄМ›(Ҝ), n>2 cu 


proprietățile: Ao=al,, АЕК şi АА; = AKA, pentru orice КЄ (1, ..., n). 
Sá se arate cá: 


(1) “(У 4) 20; 


К=1 


(1) Баса «(T 4| =0 si A»*aA,, pentru orice ае К, atunci 


К=1 


Ya -0,. 
К-1 


1.53. Să se arate că pentru orice АЄМ,(С) există СЄМ,(С) cu 


proprietatea А = C -A'-C” şi să se determine toate matricele СЄМ,(С) 
care au această proprietate. 


1.54. Fie АЄМ,(О) a. i. det(4+ 4/21.) = 0. Sá se demonstreze 
det(A-I,) = det(A) + (det(A-T,))". 


1.55. Se considerá multimea matricelor 
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ар а, а; . а, 
а„ а, а, .. QG, 
М =+А\Ає< М„(С), A= a,, а, ау - 4,2 
а, а, а, +< а, 


si ВЕМ,(С). Sá se arate са АВ = BA, oricare ar fi АЕМ dacă şi numai 
dacá ВЄМ. 


1.56. Să se arate cá dacă A, ВеМ,(С) sunt două matrice 


inversabile cu proprietatea cá AB + BA = O, şi există a, b, c, de C a. i. 
аһ+5А+сВ+4АВ = O, atunci a=b=c=d=0. 


1.57. Fie n€ N, п> 2. Pentru orice matrice АЕМ,(С), notăm cu 
m(A) numărul tuturor minorilor săi nenuli. Sá se arate cá: 
(1) т(1,)-2-1; 


(ii) dacă АЄМ,(С) este nesingulará, atunci m(A)> 27-1, 


1.58. Fie А, ВеМ,(К), asemenea іп M,(C) (adică există o 
matrice inversabilă РЄМ,(С) a. i. AP = PB). Să se demonstreze cá A si 


B sunt asemenea şi in M,(IR). 


1.59. Fie matricele A, ВЄМ,(С), care verifică relaţiile: 
AB = BA, APP - T, В' = L, 
Să se arate cá matricea A + B + I, este inversabilă. 


1.60. Fie A un inel comutativ unitar si nc N, n>2. Notám 
СІ,(А)- M€M;(A) | det(M) este un element inversabil in Aj 


SL„(A) = ( MEM;(A) | det(M) = 1j. 
Sá se demonstreze cá: 
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(G) СІ,(А) si SL (A) sunt grupuri relativ la înmulțirea 
matricelor, SL„(A) este subgrup al lui GL„(A) si pentru orice ХЕСІ,(А) 


şi orice YESL,(A) avem X YX €SL,(A); 
(u) Dacă K este un corp finit cu p elemente, atunci GL,(K) are 


(p'-1)(p"-p)...(p"-p"") elemente; 


1 1 1 0 
(11) Dacă U, УеМ,2), Ч ) v 1 atunci 


UVeSL„(Z) şi pentru orice MESL»;(Z) există matricele Tı, ..., Т,Є{0, 
У} şi numerele ti, ...,t€Z a.i. M =T" .... T” ; 


r 


-] 0 
(iv) Dacă mai considerăm si Wc М2), “| 0 | atunci 


WCcGLxZ) si pentru orice M€GL;(7) există шашсе!е 
Ra, ..., RE (U, V, W) şi numereler;,, .., rEZ a. i. M = Rj ·.... К” . 
1-1 2 
1.61. Fie Ае М; (С), ВеМ;:(С) a. î. АВ-|0 0 2. 
0.0 2 
Sá se calculeze det(BA). 


1.62. Demonstrati că dacă n-1 linii ale unui determinant D de 


ordin п>4 au elementele in progresie aritmeticá, atunci D = 0. 


1.63. Fie p si а douá numere reale a. 1. p^-4q « 0. Sá se arate cá 
dacă n este un număr natural impar şi АЕМ,(К), atunci 
А?+рА+д1„ = On. 


1.64. Fie AEM,(R) o matrice a. 1. A” = aA, unde аЄК, 0+1. 
Să se arate cá matricea B = A+, este inversabilă. 


1.65. Fie хі, хо, ..., ЄК distincte două câte două a. i 


л . 
Xi +X, dax, 2 Se defineşte matricea АЄМ (С), А-(ақ)1<кр<п» 
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unde a, =cos(x, — kx, ) t isin(x, — kx,), k, pE tL, ..., nj. Sá se arate 


cá det(A)€ R dacă şi numai dacă n este impar. 


1.66. Fie A, BEM,(R) cu AB -ВА. Sá se arate cá det(A+B)>0 


dacă şi numai dacă det(A"-B") > 0, oricare ar fi n€ N”. 


1.67. Sá se determine matricele АЄМ,(С) cu proprietatea 
(A)'- A. 


1.68. Sá se arate cá produsul a douá matrice simetrice este o 
matrice simetrică dacă şi numai dacă matricele comută. 


1.69. O matrice A = (а;)еМ,(С) se numeşte ortogonală dacă 
А-А*= In. Arátati că pentru ca o matrice pătratică să fie ortogonală este 
necesar şi suficient ca să aibă loc una dintre următoarele relații: 


n 
a) Уа =ð; pentru orice 1 <i, j<n 
kl 


n 
b) Y акау = 6, , pentru orice 1 <i, j <n. 
К=1 


1.70. Ете А= (а, нет c M,..(R). Sá se arate cá rang(A)x1 dacă 
1</<п 


şi numai dacă există хі, x», ..., X&€ R si yi, y», ..., y C а.1.аҙ- хур 
oricare ar fi (1, ) € (1, 2, ..., m] x(1, 2, ..., n). 


1.71. Sá se discute dupá valorile parametrului real X rangul 
matricei: 


1 4 -1 2 
А-|2 -1 4 5 
1 10 -6 1 


1.72. Sá se calculeze rangul matricei: 
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-1 2 102 

=2 220 
A= 

-3 6 322 

-5 12 6 4 4 


1.73. Fie АЕМ,,(С) ізгВеМ,а(С) cu m»n. 
Sá se demonstreze cá det(AB) = 0. 


82. Spatii vectoriale 


2.1. Fie V = { xeR |x > 0). 

Definim @ : VxV > V si © : RxV — V prin xy = xy oricare 
ar fi x, ye V, si @©х = x^, oricare ar fi xe V, aeR. 

(i) Să se arate că V este un R spațiu vectorial; 


(11) Să se determine o bază a lui V 61 dimensiunea lui V peste R. 


2.2. (1) Să se arate că mulțimea V = {a+b 42 +e 43 |а, b, ceQ) 


este un spatiu vectorial peste corpul О al numerelor rationale fatá de 
operațiile obişnuite de adunare a două numere reale şi de înmulţire a 
unui număr real cu un număr rațional. 


(ii) Acelaşi lucru pentru У = (a + 64/2 +c3/4 |a,b,ceQ). 


2.3. Не У un K - spațiu vectorial. Dacă аєК* şi xeV iar 
ох = 0, atunci x = 0. 


2.4. Fie k şi K două corpuri a.î. k CK iar k este subcorp al lui К. 
Sá se demonstreze cá grupul (К,+) devine in mod canonic К- 
spatiu vectorial. 


2.5. Să se arate că vectorii 1, 4/2 ,4/4 sunt liniar dependenţi în 
R privit ca R - spațiu vectorial şi liniar independenţi in R privit ca 
О - spaţiu vectorial. 
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2.6. Fie м, (С) = ( AeM(C) | A= A} şi 
Мы(С) = AeM,(C) | A=- A}. 
(1) Sá se arate cá М..(С) si M, (C) sunt subspatii vectoriale ale 


lui М.(О); 
(1) Sá se determine cáte o bazá a acestora si sá se arate cá 
dimc M; (O = те iar dimcM,, „(© — c : 


(iii) Sá se arate că M,(C) = М,„(С) © MC). 


a b 
2.7. Sá se arate cá V — | | 
c -a 


a,b,c e 4 este subspatiu 


vectorial al lui M5(IR) iar apoi să se determine о bază şi dimensiunea lui 
V. 


. et ET n 

2.8. Fie a, = (a1,,...,815),..., а„ = (841,...,a) € C *. 

Atunci Ía;,...,a4) este bază in С" dacă şi numai dacă 
ау өв a, 


2.9. Sá se determine ое К a.i. vectorii a = (1, 2, 1, -1), 


a = (3, а, 2, 0), аз = (4, -2, 2, 2), аа = (3, -4, 1, 3) din R să genereze: 
(1) un subspatiu vectorial de dimensiune 4; 
(11) un subspatiu vectorial de dimensiune 3. 


2.10. Sá se determine a, PeR a.i. matricele: 


TO C enm 
a dug 


să fie liniar independente. 


2.11. În spaţiul vectorial real Ї se dau vectorii a; = (1, 1, 0, 2) 


şi a» = (1, -1, 2, 0). Să se completeze aceştia până la o bază a lui R^. 
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2.12. (Grasmann) Fie V un К- spatiu vectorial de dimensiune 
finitá iar V; 51 У; douá subspatii vectoriale ale sale. 
Sá se arate са: 
dimk(V i+ V2) = dimg V: RE dimkV; = аштақ(УүсУ;). 


2.13. Fie V un spaţiu vectorial de dimensiune n iar V, , V; două 
subspatii vectoriale ale sale de dimensiune р şi q respectiv, cu p + q > n. 
Sá se arate cá V, si V; au in comun cel putin un element nenul. 


2.14. (1) Sá se arate cá multimea: 
М, = { А = (ajiaj a e Ms(R) | aj = 0 pentru i >j} 
este un subspatiu vectorial al lui M3(IR); 
(1) Sá se determine о bază pentru M; $1 dimRM;; 
(iii) Sá se găsească câte о bază pentru subspatiile M, 3(R)OM; şi 
M,s(IR) + M;. 


2.15. Fie V un K - spaţiu vectorial si хі, x», хзЄУ aii. 
пак (Ху, Хо, Хз}. Sá se arate cá ind (xi + Хо, Xo + X3, x3 T xi]. 


2.16. Fie F(R) = (f: R — R}. 

(1) Sá se arate cá F(IR) devine in mod canonic spatiu vectorial 
real, definind pentru £g eF(IR) şi a e R: 

f* р, af: К > R prin (f *g)(x) = f(x) + р(х), (а(х) = ох), 
oricare ar fi хє; 

(ii) Dacă 21, Ло, ..., An ER sunt distincte două câte două, atunci 
funcţiile (х-эе 25, ..., e ^") sunt liniar independente in F(R); 

(11) Acelaşi lucru pentru mulțimile de funcții: 

a) (xosinx,cos х); 

b) (xol,sin x, cos x); 

с) {x—>l, cos x, cos 2x, ..., cos nx); 

d) (xƏsin x, sin 2x, ..., sin пх}; 

e) {x—>l, sin x, cos x, sin 2x, cos 2x,..., sin nx, cos nx]; 

f) (xl, sin x, sin'x, ..., sin"x); 
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g) {x—>l, cos x, cos x, ..., cos'x),n2 1. 


2.17. Fie V un spatiu vectorial peste K, de dimensiune finitá 
n > 2, iar У,,У, subspatii vectoriale ale lui V, V; = V5, dimyV, = 
= dimyV; = n-1. Sá se arate cá Vi * V; = V si ак(У Уз) = n-2. 


2.18. Ете Vi, V2 două subspatii de dimensiuni finite ale spaţiului 
vectorial V; В, = (a,,...,a35), B2 = (bi... b4), Вз = {а,...,аь,Ы,...,6:} 
(г < а), baze, respectiv, ale subspatiilor Уу, ү, У, + Vs. 


р r 
Dacă b; = > <|; aj + >й, b, г+1 < i € q, sunt scrierile 
ja ja 


p 
vectorilor b,..,...,b, în baza Bs, atunci vectorii c; = 5277 а,г 15164, 
7-1 
constituie o bază а subspatiului У (^У». 


2.19. Folosind rezultatul din problema anterioară să se 


determine о bază a lui УУ: unde У, si V2 sunt subspaţii ale lui R* cu 
bazele B, = {a1,a2,a3}, B2 = {b;,b2,b3}, respectiv, unde a, = (1,1,0,0), 
аз = (0,1,1,0), аз = (0,0,1,1), b; = (1,0,1,0), = (0,2,1,1), b, = (1,2,1,2). 


2.20. Fie V, si У, două subspatii vectoriale ale lui IR^ de 
dimensiuni finite, având bazele B ,71a;,...,a.] cC Vi şi B2 = {b1,... bi) c Vo 
(k, / <n). 

Să se pună în evidență un algoritm care să permită construirea, 
pornind de la B, si B>, a unor baze pentru Vı+V2 si УУ». 

Sá se determine câte o bază pentru subspatiile V;* V5 si УУ; 
іп Несаге din cazurile: 

© a,;7(1,2, 1), а= (1,1, -1), аз = (1, 3, 3), 

6; = (2, 3, -1), = (1, 2, 2), 6; = (1, 1, -3); 
(1) а= (1, 2, 1, -2), а= (2, 3, 1, 0), аз = (1, 2, 2, -3), 
b = (1, 1, 1, 1), b2= (1,0, 1, -1), b; = (1, 3, 0, -4); 
(ii) a; (1, 1, 0, 0), а= (0, 1, 1, 0), а; = (0, 0, 1, 1), 
b = (1, 0, 1, 0), = (0,2, 1, D S (1, 2, 1, 2). 
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2.21. În R? considerăm vectorii: a; = (1, 2, -1), а = (0, 1, 1), 
аз = (-1, 0, 1), bi э (1, 2; 3), b>= (1, -І, 0), b; = (2, -І, 0). 

(1) Sá se arate cá B, = (aj, a2, аз), B2 = (bi, b2, b3} formează о 
bază pentru R^; 

(ii) Sá se scrie matricele de trecere de la B; la B; si de la B; la 
Ві; 

(iii) Dacă x = (1, 1, 1) R? să se determine coordonatele lui x in 
raport cu bazele B, si В». 


2.22. Sá se calculeze cu ajutorul lemei substitutiei rangul 
matricei: 


= 2 102 
-2 4 220 
A= . 
-3 6 322 
-5 12 6 4 4 


2.23. Să se discute cu ajutorul lemei substitutiei (după 
parametrul real a) rangul matricei: 


2.24. Fie а = (1, 2, 3), а = (-1, 1, 1), аз = (-1, 0, 1) si 
x = (1, 3,-1) din ЁС. Cu ajutorul lemei substitutiei să arate cá vectorii 


{аџ,а,аз} formează o bază pentru R? iar apoi să se determine 
coordonatele lui x în această nouă bază. 


2.25. Să se calculeze cu ajutorul lemei substitutiei inversa 
matricei: 


p 2 -1 
А-10 1 I[|eM«(R) 
-1 0 1 
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2.26. Fie n > 1 un numár natural si notám cu V, multimea 


polinoamelor cu coeficienti din C, de grad cel mult n. 

(1) Sá se demonstreze cá in raport cu operatiile uzuale (adunarea 
polinoamelor, respectiv inmultirea unui polinom cu un scalar complex) 
V, este un C- spaţiu vectorial de dimensiune п+1; 

(ii) Sá se demonstreze cá pentru acC fixat, mulţimea 
B = (1, X-a, (X-a), ...„(X-a)") este o bază a spaţiului vectorial У,; 

(11) Să se determine coordonatele lui f în raport cu baza de la 


(ii). 


2.27. Fie (о)... о, е С” (t > 1). Sá se arate cá mulţimea 
M = {#: Co С [о + ...+ oft = B) înzestrată cu adunarea 
obişnuită a funcțiilor şi înmulţirea unei funcții cu un număr complex, 


formează un С- spaţiu vectorial dacă şi numai dacă В = 0. 


2.28. Fie p un număr prim şi n un număr natural. Considerăm 

mulțimile: 
У,- {fe Z [X] | grad f< n} , V' = (f | feVj 

(unde prin f înțelegem derivata formală a polinomului f). 

(1) Să se arate cá V, este un Z, - spațiu vectorial, iar V' este un 
subspatiu al lui V; 

(11) Sá se determine dimensiunile celor douá spatii vectoriale V, 
şi V’. 


2.29. Se notează cu S mulțimea tuturor sirurilor (x,)x>o de 
numere complexe care verifică recurenta liniară de ordin k: 


aAkXmkt алх T ... ах. + ах, = 0, oricare ar fi ne N. 
Presupunem că ecuația caracteristică asociată : 
k k-1 
ar tagr +... +аг+а = 0 


аге rădăcinile simple гі, r»,...,rye C. 

(1) Sá se demonstreze cá in raport cu operaţiile uzuale ( 
adunarea sirurilor, respective produsul dintre un sir si un numár 
complex) S este un spatiu vectorial complex ; 
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(ii) Не (х,),ов69 un şir fixat. Notând cu (Ai, А;,...,А() soluția 
sistemului: 
А, +A, +...+ À, х, 
А +7 А Toc r, A, = Хү 
rj A, +r? A> +.. rA, = X5 


sá se demonstreze cá pentru orice ne N, avem : 
n 
Хал Air] | Аж» | РАЦЕ, 


(11) Sá se deducá, ре baza celor de la (i), cá multimea 


B = f(rj )uo, (75 )uso,....(1 х Әльо) este о bază a spațiului vectorial S. 


2.30. Fie АеМ,(С) (n22). Sá se demonstreze cá A se poate 
scrie sub forma A = XY – YX (са X,Y eM,(C) ) dacă si numai dacă 
tr(A) = 0. 


83. Aplicaţii liniare. 


3.1. Dacă V şi V’ sunt K-spatii vectoriale, atunci Ё: V >V” este 
aplicaţie liniară dacă şi numai dacă pentru orice а, БЕК şi x, yc V avem 
f(ax+By) = af(x)*pf(y). 

3.2. Fie V un K-spatiu vectorial. Sunt echivalente următoarele 
afirmaţii: 


(i) dim V = 1; 

(1) pentru orice Ғе Endk(V) există оеК a.i. f(x) = ax. 

3.3. Баса V si V’ sunt două K-spatii vectoriale, atunci pentru 
f: V9 V' aplicaţie liniară sunt echivalente: 


(1) f este funcţie injectivă; 
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(11) f transformă orice sistem de vectori liniar independenţi din 
V în sistem de vectori liniar independenţi din У”; 


(iii) Ker(f) = {0}; 

(iv) Pentru oricare K-spatiu vectorial V" si g, h : У-У 
aplicaţii liniare, din fog = foh > g =h. 

Observaţie. Această problemă пе permite să numim 
monomorfisme aplicaţiile liniare injective. 


3.4. Dacă V si У” sunt două K-spatii vectoriale, atunci pentru 
f: V—V” aplicaţie liniară sunt echivalente: 

(1) f este funcţie surjectivă; 

(1) Im(f) = V’; 

(11) Pentru oricare K-spatiu vectorial У şi g, h : У-У” 
aplicaţii liniare, din gof = hof > g =h. 

Observaţie. Această problemă пе permite să numim 
epimorfisme aplicaţiile liniare surjective. 


3.5. Fie R,[X] = (PER[X] | grad(P) < n) si 
р: RX] = RX], D(P) =P”, Pe R, X] 
x 


I: ВЫХ] = R,4[X], KP) = |Р(ба, PRX]. 
0 


Sá se arate cá D si I sunt aplicatii liniare si sá se puná in 
evidentá matricele lor in raport cu bazele canonice. 


3.6. Fie diagrama comutativá de K-spatii vectoriale: 
M'——M — M" 
1.25.1 
№ э N—> N" 


cu cele două linii exacte (adică Ker(g) = Im(f) si Ker(v) = Im(u)). 
Sá se arate cá: 
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(1) Dacă о, y şi u sunt monomorfisme, atunci f este 
monomorfism; 

(u) Dacă о, y şi g sunt epimorfisme, atunci B este epimorfism; 

(11) Dacă B este epimorfism si u si y sunt monomorfisme, atunci 
а este epimorfism. 


3.7. În raport cu baza canonică din ІК se defineşte f : R^— R? 
prin 


f(x), Xo, Хз) = (Xi-2x5, X1+3X2+2X3, -X1+X2+X3), (Xi, Хо, xs) € R°. 


(1) Să se arate cá Ғе End( R); 
(ii) Sá se scrie matricea lui f in raport cu bazele canonice; 
(iii) Sá se arate cá В = (bi, b, bj) unde b; = (1, -1, 1), 


b> = (2, 1, -1), b; = (1, 2, -1) formează o nouă bază pentru R° şi apoi să 
se scrie matricea lui f în raport cu noua bază B. 


3.8. O aplicaţie liniară f : К К are în raport cu bazele 


1:-435 25 | 
2 1 3 
canonice ale lui R^ matricea M = . Sá se determine 
4 7 13 3 
2-11 1 


cáte o bazá si dimensiunile pentru Ker(f) si Im(f). 


3.9. Fie f, gc End(R?). Dacă matricea lui f in raport cu baza 


3 5 
аг-(1, 2), аҙ-(2, 3) este A= P j lar matricea lui g in raport cu baza 


4 6 
Бі-(3, 1), Б--(4, 2) este Ч, | să se scrie matricele aplicaţiilor Ёо, 


Ғор în raport cu baza 401, b2} (vectorii а; şi В, i = 1, 2 sunt scrişi în 


raport cu baza canonică a lui R?). 
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3.10. Fie f: R? — R^ o aplicaţie liniară a cărei matrice în raport 
риса! р 


5 2 -1 
-] -2 -3 

cu bazele canonice din R si R^ este А = СГ бе сеге: 
3 -1 -5 


(1) Sá se determine rangul lui f; 
(1) Sá se precizeze baza şi dimensiunea pentru Ker(f) si Im(f); 


(iii) Sá se determine o bazá si dimensiunea pentru subspatiul 
vectorial f(V) al lui R^ unde V = (Qu, Хо, хз)ЄҜ [х + Xo + x37 0). 


3.11. Fie f: R^— IR" o aplicaţie liniară ал. f(e1+e2)=(1, 1, -1, -1) 
f(ei-e;) = (-1, -1, 1, 1) 
f(e3+e4) = (-1, 1, -1, 1) 
Ќез-ел) = (1, -1, 1, -1) 


MET, . 4 25 H 
unde fe, еҙ, ез, ел} este baza canonică din IR". Sá se determine: 
(1) Matricea lui f in raport cu bazele canonice; 


(ii) О Баха 51 dimensiunile pentru Ker(f) si Im(f). 


3.12. Ете V un K-spatiu vectorial şi Vi, V» subspatii vectoriale 
ale lui V ал, V = У,ФУ,. Definim pi: V > V; р(х) = x5 i = 1, 2 oricare 


ar fix = Xi + x», Xi € Vi, x€ V». Sá se arate cá: 
(i) piSEnd(V), i =1, 2; 
(ii) Ker(p;) = V», Ker(p;) = V i, (ру) = Vi, Im(p;) = V»; 
Gii) pop» = poop: = 0; 
(v) pi = Pis P2 = po; 
(v) ptp = lv. 
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3.13. Fie zo = a+ib€C fixat. Definim f : C— C prin Қ?) = 2:20, 


pentru orice z€ C. Sá se arate cá ГЄЕпд(С) si să se scrie matricea sa in 
raport cu baza (1, 1j. 


3.14. Fie V un K-spatiu vectorial si Ғе End(V). 


Sá se arate cá V’ = (gc End(V) | Ғор = 0) este un subspatiu 
vectorial al lui End(V). 


3.15. Fie а= (1, 0, 2, 2), a= (0, 1, 1, -1)€ R^ iar fei, ез, ез, ел} 
Бата canonicá a lui R^. Баса notám V; = «fei, бор» şi У = «fai, a2}>, 
atunci R= V, Ө V}. 


3.16. Fie V un К-ѕрайи vectorial şi fEEnd(V). Să se 
demonstreze cá V = Ker(f) + Im(f) dacă şi numai dacă Im(f) = Im(fof). 


3.17. Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune finită. 
(i) Dacă dimkV = 2n€ М”, să se construiască o aplicaţie liniară 


feEnd(V) a.i. Im(f) = Ker(f); 
(11) Este posibilă o astfel de construcție dacă dimensiunea lui V 
este număr impar? 


3.18. Fie V un K-spaţiu vectorial de dimensiune finită n 21. 
Dati exemplu de o aplicaţie liniară f : V — V pentru care nu are loc 
egalitatea V = Ker(f) Ө Im(f). 


3.19. Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune finită п>1, Sá 


se dea exemplu de două endomorfisme f, gcEnd(V), f Z g ал. 
Im(f) = Im(g) şi Ker(f) = Ker(g). 


3.20. Fie V, W douá K-spatii vectoriale, W de dimensiune finitá 


lar f, gc Нотк(У, УУ). Să se arate cá: 
dim Im(f+g) x dim Im(f) + dim Im(g). 
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3.21. Fie V un K-spatiu vectorial iar 
End(V) = (£V V | f aplicatie liniară}. 
Pentru f, gc End(V) definim f+g, fog : У-У prin (f+g)(x) = 


= f(x)*g(x) si (feg)(x) = f(g(x)), x€ V. Sá se arate cá (End(V), +, o) 
devine astfel inel unitar. 


3.22. Fie V si W două K-spatii vectoriale iar 
Homg(V, W) = (£V >W | f aplicaţie liniară}. 
Pentru f, gc Homy(V, W) şi ac K definim Ёо, af : У-У/ prin 


(Ё+р)(х) = f(x)*g(x) si (af)(x) = af(x), x€ V. Sá se arate că in felul acesta 
Нотк(У, W) devine in mod canonic K-spatiu vectorial. 


3.23. Fie K un corp comutativ, V(K) clasa K-spatiilor vectoriale 
şi N€ V(K) fixat. 

Definim h, hy : V(K)2V(K) prin h'(X) = Нотқ(М, X) 
respectiv, һқ(Х) = Нотқ(Х, N). Dacă X, ҮЄУ(К) şi fe Homk(X, Y), 
definim h'(f):h(X)—h'(Y) si құ4):қ(Ү)- hy(X) prin h'(f)(a) = foa 
şi respectiv Һқ(Ғ В) = Bof, pentru orice ach (X) si реһ(Ү). Sá se 
arate cá: 

(i) h'(f) şi һ.(Ғ) sunt aplicaţii liniare; 

(ii) h` duce monomorfisme іп monomorfisme ре când hy duce 
epimorfisme in monomorfisme; 

(11) Dacă іп V(K) avem şirul exact scurt de aplicaţii liniare 

0—>M'— M —95M'—90 


atunci si sirurile: 
(1) 0—— An" (M^) — h" (M) — 9," (y) — 30 
Q) 0——9 hy (M") — 9 hy (М7) yh (М7) —0 
sunt exacte in V(K). 
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3.24. Fie V un R sau C-spatiu vectorial iar f, g€ End(V) a.i. f, g 
şi ftg sunt proiectori. Sá se arate cá Im(f*g) = Im(f) Ф Im(g) si 
Ker(f+g) = Ker(f) n Ker(g). 


3.25. Dacá V este un K-spatiu vectorial de dimensiune n, atunci 


V = K" (izomorfism de K-spatii vectoriale). 


3.26. Не К un corp finit de caracteristică p > 0. Să se 


demonstreze că numărul elementelor lui k este de forma р" cu ne N*. 


3.27. Sá se demonstreze cá grupurile (R,+) si (С,4) sunt 
izomorfe. 


84. Sisteme de ecuatii liniare. Vectori si valori proprii. 


4.1. Fie P = agta;X*...*a,X" €C[X] (n > 1 ) pentru care există 


ху, 24, X € C diferite două câte două ал. P (х1) = ... = P (хан) = 0, 
(P fiind funcţia polinomială ataşată Іш P). 
Să se arate că ay = a, =...= а, = 0. 


4.2. Să se demonstreze са dacă PER[X], grad(P) = n si 


1 
(“Рода =0,0<k<n,atunci P = 0. 
0 


Să se deducá de aici că: 
po 2 : 
2 3 п-1 
1 1 1 1 
2 3 4 п+2|*0- 
5 D. un Я 
п+1 п+2 п-3 — 2n4l 


3l 


4.3. Sá se discute după о, ВЕК sistemul 
QX, + X, + x, = 4 
(a +1)x, +( P +1])x, *2x, =7. 


x, +2/x, + x, = 4 


44. Не a, bcR. Sá se demonstreze cá sistemul 


x,-x,-a 
x; — x4 =b are soluţii strict pozitive © |a |+ |b |< I. 


Х| +x, +x; + X, =] 


4.5. Să se demonstreze са dacă а, b, c€ Z, atunci sistemul 


1 
саш ш 
1 
—y = сх+ ау + bz 


1 
2 z=bx+cy+ az 
admite numai soluția banală x = y = z = 0. 


4.6. Sá se determine solutiile de bazá ale sistemului omogen 
xı — 2x, + 3x; — x, = 0 
3x x,—-x,*2x,-0. 
4x, — x, + 2x; + x, = 0 


4.7. Dacá a, b, c, de [R nu sunt toate пше, atunci sistemul 
ax + by + cz + dt = 0 


bx — ay + dz — ct = 0 
cx— dy - az + bt = 0 
dx + cy -bz - at = 0 


admite numai soluția banală. 
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4.8. Să se găsească condiţii necesare si suficiente pentru са 
suma a două soluţii ori produsul unei soluţii printr-un număr o 7 1 să fie 
din nou o soluţie a aceluiaşi sistem de ecuaţii liniare. 


4.9. Să se găsească condiţii necesare şi suficiente pentru ca o 
combinaţie liniară dată, de soluţii ale unui sistem neomogen de ecuaţii 
liniare, să fie din nou o soluţie a acestui sistem. 


4.10. (1) Să se găsească condiţii necesare şi suficiente pentru ca 
ax+by+c = 0 
sistemul de ecuaţii 4а,х--Ә,у--с, = 0 să aibă soluţie unică; 
ax +b,y+ c, = 0 
(1) Aceeaşi problemă pentru sistemul ах + by + c;= 0, 1<i< n. 


4.11. (1) Sá se gáseascá conditii necesare 51 suficiente pentru са 
ax+by+ez+d, = 0 
1 .jax-b,yteztd,-0 2. . 2 
sistemul de ecuatii să aibă soluţie unică; 
dx thy ez d4 = 0 
ax + b,y + Caz + d, =0 
(ii) Aceeaşi problemă pentru sistemul ax + by + ciz + d; = 0, 
1<1<п. 


4.12. Dacă а, b, с, АЕК, să se găsească condiţii necesare si 
suficiente pentru ca sistemul de ecuatii liniare 
x= by + cz + du + av 


у= cz + du + bv + ax 
2 = ди + cv + ax + by 
u = dv + ax + by + cz 
v=ax + by + cz + du 


sà aibá solutii nenule. 


4.13. Sá se gáseascá conditii necesare si suficiente pentru ca 
sistemul de ecuatii liniare cu coeficienti reali 
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Ах + ay + bz + ct = 0 
ax — Ay — fz + et = 0 
bx + fy - 4z — dt = 0 
сх – еу + dz - At = 0 


sà aibá solutii nenule. 


4.14. Fie ai, ал, ..., a, numere reale distincte două câte două 
la a .. а] 
(n€ N, n>2) si Не matricea A=|. . . . . |. Dacă notăm cu 
l a, a .. а" 
Aj matricea care se obține din A suprimând coloana ce conține puterile 
de ordin j ale lui ац, a», ..., а, GE{0, ..., nt), să se demonstreze că, 
det(A) = О/а,а,..а,; П(а,-а,), pentru orice j =0, ..., n. 


I<k<I<n 


4.15. Fie numerele reale À, ai, bi, с, (1 = 1, 2, 3) ал. 
алыл стал Дс; = aM + b + сз. 
Sá se arate cá: 


lac l b call a b, 
1 а, с) =l b с, 1 a, b, 
l a, с; l b cla b, 


4.16. (i) Fie АЕМ,(К). Sá se arate cá dacă АА! = O,, atunci 
A = Oy 

(ii) Fie A, В, CeM,(R). Sá ве arate cá dacă BAA' = САА, 
atunci BA - CA; 

(iii) Fie АЄМ,, (IR) cu proprietatea cá există A ЕМ, (IR) a.i. 


AA'A = A. Să se arate cá ecuația matricealá AX = B, unde ВЄМ,, (К) 
este compatibilă dacă şi numai dacă AA B = B. In acest caz să se arate 
că mulțimea soluţiilor ecuaţiei considerate este: 


(A'B+Y-A'AY | YEM, (R)}. 
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4.17. Sá se arate cà: 
(1) Dacă АеМ,(С) este singulară (det(A) = 0), atunci există 
Be€M,(C), nenulá, a.i. AB = BA= O,; 
(1) O matrice АЄМ (С) este singulară dacă si numai dacă 
există o matrice BEM,(C), nenulă, a.i. pentru orice pe N', 
(А+В)?= А? + BP. 


4.18. Să se determine vectorii şi valorile proprii ai matricelor: 


(1) ї | (i) | | (11) ы | (а= 0), 


1 0 2 -l 
2.5 -6 
G4 6 9 |, (v) 01 4 -2 
iv –9 |, (у 
2-1 0 1 
3.6 -8 
2 -1 -1 2 


4.19. Fie АЕМ,(С) o matrice ale cărei valori proprii sunt Эл, . 


М. Fie, de asemenea, feC[X], f = aX" + aX"! +...+аХ + ар 51 
notám ҚА)- aA“ + a AFI +...+ a IA + ак. 
Să se arate cá det(f( A)) = ҒОл)...Ұ0.). 


4.20. Fie АЄМ,(С) o matrice ale cárei valori proprii le 
presupunem cunoscute. Sá se determine valorile proprii ale matricelor: 

(1) А" (dacă există); 

(ii) A^; 

(iii) A* (ke ND; 


: k К-1 
(iv) аА +a A” +...+ ak A + aul, unde ас, ai, ..., ае C. 


4.21. Fie АЄМ,(С) (n>2) cu valorile proprii distincte două câte 


două. Să se indice un procedeu de a calcula А“, pentru КЄК. 


2.5 -6 
2 1 
Арїїсайе. А- Р j €M;C),A-7|4 6 -9 |єМм;(0). 
3 6 -8 


35 


4.22. Folosind teorema Cayley-Hamilton sá se calculeze inversa 
matricei 
3 -1 
0 2 
2 1 


4.23. Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune finitá si 
f, gcEndk(V) a.i. gof = lv. Sá se arate cá pentru orice ҺЄЕпак(У), 


aplicatiile liniare gohof sih au aceleasi valori proprii. 


4.24. Fie V un K-spatiu vectorial si f, g€ Endk(V) a.i. fog = gof. 
Sá se arate cà: 


(1) Orice subspatiu propriu al lui f (adică V;=íx€ V | f(x) = Ах), 
cu À valoare proprie a lui f ) este invariant in raport cu g; 

(u) Im(f) si Ker(f) sunt subspatii vectoriale ale lui V invariante 

in raport cu g. 


4.25. Не А), .., A&S€M,(R) Să se demonstreze cá 
det(A А, +...+ 4,A,)20. 
Să se deducá de aici cá dacă А), ..., Am sunt simetrice, atunci 


det(A? +...+ 42) 2 0. 


4.26. Ес АеМ,(С), n > 2. Să se demonstreze cá det(A+B) = 


= det(A) + det(B) pentru orice ВЕМ,(С) pentru care AB = BA, даса si 
numai даса A" = O,. 


4.27. Fie АЄМ,(О). Să se demonstreze că дец2А”-90А--1315)- 
-0 dacă şi numai dacă 2A2-90A+131 = О». Rămâne adevărată afirmaţia 


dacă AEM (Юу? 


4.28. Fie аЄ(0, 1) п О si matricea АеМ,(2), n > 2. Să se 
determine matricea X €M, (IR) a.i. AX = aX. 
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4.29. Не Г o parte stabilă a mulțimii M,(Z) în raport cu 
adunarea şi înmulţirea a.î. -I; € I'. Sá se arate cá: 
(i) Dacă UET şi det(U) = +1, atunci U' €T; 


(ii) Dacă UET şi det(U) = 0, atunci există Vel, V z O, aî. 
UV = VU = O,. 


4.30. Determinati numerele ПЄМ pentru care există 
A, BeM,(C) a.i. (AB - BA)? = L. 


431. Не а), ал, .., a, numere naturale nenule. Dacă notăm 
dj = (а, aj), 1, j = 1,..., п. Să se arate cá det(d, is; jen 2 0. 


4.32. Fie A, B, C, De M,(O), A si C inversabile. 
Dacă А*В = C*D, pentru orice КЕМ”, să se arate cá B = D. 


4.33. Fie V, W douá K-spatii vectoriale de dimensiuni n si 
respectiv m iar Ғе Нотұ(У, УУ), gc Hom«(W, V). 

Să se arate cá (-1) ЭР, (À) = (-1) A” P. (22. 

Sá se deducá faptul că dacă V este un К sau C spaţiu vectorial 


de dimensiune finită iar f, gc End(V) atunci fog şi gof au acelaşi 
polinom caracteristic. 


4.34. Fie A = (а,/ЄМ,(С) o matrice de rang 2 (п>2). Să se 
demonstreze că există numerele р, qi, ri , si€ C a. î. a; = piq; + ris; pentru 


orice i, j€ (1,2, ..., nj. 
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S 5. Programare liniară. * 


5.1. Sá se scrie sistemul de restrictii 
2x, + 3x, — x; — 4x4 < 6 
XQ — 2x, + X4 5x, = 10 
3х| + x, — 4x, *3x, 212 


sub forma unui sistem de restricţii de acelaşi semn <. 


5.2. Sá presupunem са variabilele din problema 5.1. au semnele 


хі > 0, x; oarecare, хз < 0, x4 > 0. Sá se scrie restricţiile din problema 
5.1. sub forma < cu toate variabilele pozitive. 


5.3. Sá se arate cá multimea X, а solutiilor posibile a unei PPL 


este convexă. 
Consecinţă: Dacă X, contine cel puţin două puncte diferite, 


atunci contine o infinitate de puncte. 


5.4. Să se scrie sub formă canonică următoarele PPL: 


2x, + x, —3x, +2х, <10 
X, — 2x + 2x4 +5х, = 12 
(i) да +3x, + x, — 251 > 6 
ху 2 0, x, oarecare, х, $0, x, 20 


[max]f 23x, + x, — X; + 2x, 


ху —2x, + X, — Xa < 4 
2x, — X, — X; ғ5х, 26 
(1) 43x, +x, + 2x, — x, =10 
x <0, x, 20, x, oarecare, x, 2 0 


[min]f = x, + 2x, —3x, + 2x, 
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ж Acest paragraf (impreuná cu solutiile problemelor propuse) 
este redactat în cea mai mare parte după lucrarea [15]. 


5.5. Să se scrie sub formă standard următoarele PPL: 


(1) 


(іі) 


(іу) 


ху-2х, +Ху—Х,+2х; <10 

2х1 X,—x,-t3x,—x,-8 

Xy 2x, +25; + 5x,— x, 214 

x 20, х, <0, x, oarecare, x, <0, x, 20 


[ор = 2x, 3x, – 4x, + 2x, + x; 


х + 2х5 + X, + x, <10 
2X + X, + x, 2x, <12 
X +X, +2x, +3х, <14 
Xj,X5,X4,X4 >0 


[max]f = 3x + x, — X; + 2x4 


2x + X, — X; + X, > 6 
x, + 2x, + x4 +2x4 212 
X, — X, +203 +3х 210 
Xj,X4,X4,x4 20 


[min] = 2x, + 3x, + x4 — 2x4 


X, — X, +X, + X, — X; <10 

2х) + X, — X: + X4 + x; = 12 

— X| —X, — X, + 3x, + X; 2—15 

xı 20, x, 20, x, oarecare, x, >0, x; <0 


[max]f 22x, + 3x, — X, + x, + 2x; 


39 


PPL: 


X, + 2x, + 3x, > 6 
2x, — 3x, + x, =2 
х = 3х, + 5x, <4 
() 2x, — x, + 4x, > 5 
xı S0, x, oarecare, x, >0 


[min] f =4x, – 5х, + 3x, 
5.6. Sá se determine matriceal solufiile de Бага ale urmátoarelor 


2x, tX, XQ4—X4—X54-2 
[х *2x4-x4-x4,*3x4, 24 
(1) 

Xj,X5,X4,X4,X4 2 Ü 


[max]f = 2x, + x, + 2x4 + x4 + 3x; 


2x,txX,—X4,t*2x,-8 
2. LT 2x; 2x, — x4, =12 
(i) 

Xi,X5,X4,x4 20 


[min] f 23x, + 2x, + X; + 5x, 


2x, +x, 42x, =10 
2. |x, 2x, “Ах, = 20 
(iii) 

XX2, X; 2 0 


[max]f = 2x, + 3x, + 4x, 
5.7. Sá se rezolve grafic urmátoarele PPL: 


2x, + 3x, > 6 

x +x, <1 
OX MM 

Х,,Х,20 


[max]f 23x, + 5x, 
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(1) 


(іі) 


(іу) 


(v) 


2X + x, > 2 
x, +2x, > 2 


2 
0X x,,x, E 


[max]f = 3x, + 2x, 


Зх + 4x, 512 
хх, 21 
4x, + x, > 2 

2x, —3x, <3 

XI, X, 20 

[max]f 22x, + 5x, 


3x, + 4x, <12 

x *x,21l 
x,-x,Xl 

-xı %2х, <2 

X I, X, 20 

[max]f = 3x, + 4x, 


x +x, al 

X, — x, <2 
-х + x, <2 
XX, Z0 
[max] f -3х, + 5x, 
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PPL: 


S.7. 


(i) 


(1) 


(іі) 


(іу) 


(v) 


Sá se rezolve cu ajutorul algoritmului simplex următoarele 


XI + X; +2х4 = 8 
X, +2x, + x, =10 
Xj,X5,X4,X4 > 0 


[max]f = 2x, + 3x, + x4 + 4х, 


X, + X; +2х4 = 8 
Xj X, E 3X I -12 
Xj,X5,X4,X4 2 Ü 


[max]f = x, + 2х, + 3x, + 4х, 


хх, +0 +20; + = 12 
X, +X, 2x, x, +3х = 18 
Xj,X5,X4,X4,X3, X4 2 Ө 


[max]f = x, + 2х, + 3x, +4х + 5x, + 10x, 


X, — X, + 2x, +2х, = —2 
3x —x, + x, S 5 

2x, = 3х; + 5x, <3 
Xi,X5,X4,x4 20 


[тах] 22x, + x; + 5x4 — x, 


Xi + 2x, + 3x4 <15 
2х + x, + 5x, < 20 
Xi E 2X5 %х; < 5 
XI, X. , Xs > Ü 


[тах] 22x, + x, + 3x; 
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86. Forme biliniare. Forme pátratice. 


6.1. Ете V un K- spatiu vectorial de dimensiune finitá n > 1, iar 
b: VxV9K o formă biliniará nenulá. Sá se arate cá există două aplicații 
liniare £g: VK ал. b(x,y) = f(x)g(y), pentru orice x;,y eV, dacă si 
numai dacá rangul lui b este 1. 


6.2. Pentru un spatiu vectorial real V notám: 


B(V) 2 (b: VxV9R | b este formă biliniară |, 
В(У)- (beB(V)| b este simetrică pe V} iar 
B4(V) = (beB(V) | b este antisimetricá pe Vj. 

58 se arate cà: 

(1) B(V) devine in mod canonic spatiu vectorial real in raport cu 
operaţiile canonice de adunare a formelor biliniare şi de înmulțire a lor 
cu un numár real; 

(1) В.У) si B4(V) sunt subspatii vectoriale ale lui B(V); 

(11) B(V) = B,(V) e B&(V). 


6.3. Fie V un spaţiu vectorial real. Sá se arate cá beB,,(V) dacă 
şi numai dacă b(x,x) = 0 pentru orice хеУ. 


6.4. Fie V un spaţiu vectorial real de dimensiune finită n > 1 iar 


f: VOR o formă pătratică pozitiv definită. Să se arate că dacă A este 
matricea lui f în raport cu baza B a lui V, atunci A este inversabilă şi 
dacă notăm cu g forma pătratică a cărei matrice în raport cu baza B a lui 
V este A”, atunci g este pozitiv definită. 


6.5. Fie B = е), e2, еҙ) baza canonică a spaţiului vectorial R? 51 


fie b:R*xR"*—R forma pátraticá pentru care Ке), ei) -1, b(e», е) = 1, 
b(es, ез) = 2, b(ei-e2 , e) = 2, Ъ(е, e1+2e2) = 5, Ы(ез-е, е) = 4, 
bete», ез) = 7, Ы(е+ез, e) = 4, b(e.-2e, ез) = 1. 

Se cere: 

(1) Sá se scrie matricea formei biliniare b în raport cu baza В; 

(11) Sá se arate cá B este simetrică; 


(iii) Sá se scrie expresia analitică a formei pătratice f: RR 


definită prin f(x) = b(x, x), oricare ar fi хе R^; 
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(iv) Folosind metoda Jacobi sá se determine о expresie canonicá 


А ЕГЕН 5 : 14 
pentru f şi baza Іш R“ in raport cu care f are această expresie canonică. 


6.6. Fie b: M, (IR)xM;(IR)R definită prin 
b(A,B) = 2tr(AB) -tr(A)tr(B), 
oricare ar fi А,Ве М,(К). 
1) Să se arate cá b este o formă biliniară simetrică; 
2) Pentru п- 2 se cere: 
(1) Sá se scrie expresia analitică a lui b în raport cu baza 
canonică a lui М.Ю); 
(11) Sá se scrie matricea lui b în raport cu baza canonică a lui 
M> (R); 
(11) Sá se determine o expresie canonică a formei pătratice 
£M;(R)OR definită prin ҚА) = b(A, A), oricare ar fi AeM-(R), 


folosind metoda lui Gauss-Lagrange şi să se găsească baza Іш M;(IR) in 
raport cu care f are această formă canonică; 
(1у) Să se precizeze signatura formei pătratice f. 


6.7. Fie b : R^xR^— R forma biliniară a cărei expresie analitică 
în raport cu baza canonică a lui IR este: 
(х, y) = хууг®хууд-х›уү+х›у;+хзуү+2хзу;+хзуз+4хзул+хдуз+хдул, 
oricare ar fi x = (Xi, X>, X3, X4), y = (yr У», ys ya) e R . 


Se cere: 
(1) Sá se өспе expresia matricealá a lui b in raport cu baza 


canonică a lui К“; 

(1) Sá se scrie matricea lui b іп raport cu baza 
B' = fei, ej, ej, e, a lui R*, unde е/= (1, -1, 0, 0), e; = (1, 1, 0, 0), 
e;- (0, 0, 1, 1), е, = (0, 0, 1, -1). 


6.8. Fie К.Х| spaţiul vectorial real al funcțiilor polinomiale 
reale de grad cel mult 2 si fie b: R;[X]xIR5[X] R, definită prin 
1 
b(p.q) = | za oat , oricare ar fi p,qe R;[X]. 


0 
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бе сеге: 
(1) Sá se arate cá b este o formá biliniará simetricá; 
(ii) Sá se scrie matricea lui b in raport cu baza (1, X, X^! a lui 


Кх]; 
(11) Sá se scrie matricea lui b în raport си baza (1, 1-Х, 1-X^); 
(iv) Sá se scrie expresia analitică a formei biliniare b si expresia 


analitică a formei pátratice Ё IR; [X] R, Қр)- Ыр, p), рє Ё,[Х], in 
raport си baza (1, X, X°}; 
(v) Folosind metoda lui Gauss-Lagrange sá se determine o 


expresie canonică pentru f şi baza lui R-[X] în raport cu care f are 
această expresie canonică. 


6.9. Fie V un spaţiu vectorial real cu baza 421, a», аз}. 
Să se determine ae a.i. forma pătratică БУ-»К, 
f(x) = x? -20КхүХ:-2хүхүүх 2 +20X2X3+2x 2 3 


X = хуа + X2a2 + хзазеУ este pozitiv definită. 


6.10. Folosind metoda lui Gauss-Lagrange sá se aducá la forma 
canonică forma pátraticá f : R^ — ЁС, 
єх) = 2x? ЗЭХ: - Хо +2х\хә + Axjxj4* 3X2X3. 


6.11. Se consideră forma pătratică ЁК care іп raport cu 


baza canonică a lui R‘ are expresia analitică 
f(x) = Хү H 4x x; t 2xix44 3х2 - 2X3X4 + 2X3X4 +2х? + 4хзх4- x2 ; 


— 4 
x= (X1,X2X3,X4)E R * 
Să se determine o expresie canonică а sa, folosind metoda 


Jacobi şi să se găsească baza lui IR^ în raport cu care f are această 
expresie canonică. Este f pozitiv definită? 


6.12. Aceleaşi cerințe ca şi în problema precedentă pentru 
f:RÓAR, f(x) 2x2 42x2 3x2 -2xixz. 
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B. SOLUTII. 


81. Matrice. Determinanti. Inversa unei matrice. 
Rangul unei matrice. 


1.1. (i). Dacă A=(a;j)1<ij<n atunci: 


dei(4)- > sgn(o)a,Q :. а, = > sgn(0)a,,).-.a,,04, =). 
ces, 


ces, 
(ii). Conform cu (i) avem 
det(A- А) = det( A4) - det(A) = det(A) - det(4) = |det CA) 20. 
(iii). Avem А-В? = (A+iB)(A-iB) -С-С (unde С-А-ЧВ) si 
totul rezultá din (ii). 
(iv). Rezultă din (ш) alegând B = I, . 


1.2. (1). Prin calcul direct. 
(ii). Dacă există k>2 a.i. А*= О» deducem cá det(A)=0, astfel cá 


А2-(а-4)А şi deci О, =Ак{(а+1) А. Cum A*O, atunci cu necesitate 
a+d=0 şi astfel А?-0-А-О;. 


1.3. În mod evident x;-1 iar уг-0. Din problema 1.2., (i) 
deducem cá putem alege ху-а- iar y;?--det(A). 

Cum А""!=А”-А=(х„А+у„1)А=х„А*+у„А=х,(х»А+у»1„)+у„А= 
-(хоху ғуы) A *tyoxyb deducem cá хи. ХоХ, Ул, $1 yn = yoXa. 


Cum у,-уХа! deducem că (Xa verifică recurenta 
Xy47XjX,tyoX,4, pentru n>2 cu хі-і şi х›=а+а iar (у„)һ>1 recurenta 
Yn = Y2Xn-1 pentru n>2 (y; = 0 si уз = -det(A)). 

Astfel, pentru şirul (x,),»; avem condiţiile хі-і si х›=а+а iar 


pentru nz 2: 
Хан” (a*d)x,-det( A)x,.i, 


deci ecuaţia caracteristică a șirului (Xn)n>1 este: 
(ж) 22-(a+d))A+det(A)=0. 
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Notând prin №, № rădăcinile (complexe) ale ecuaţiei 
caracteristice (ж), atunci (vezi [2]): 
i) dacă 24-522, 
Ол ES Дэл БИЛЛ 
(жж) А"-- еу, 
A - 4 


72:72 1- 4 


1, 
ii) dacă 2-42 =À, 
(ххх) A" 2 nA" A— (n – 1) det( 4)4" 1, , pentru orice n>2. 
іп cazul particular А- 5 | ecuatia caracteristicá (ж) este 
12-24-2720, de unde №=1+1, 12-14. Prin calcul direct deducem cá 
= = Су sin „ astfel cá dacă ţinem cont de relația (жж) 


А us 22 
putem scrie: 


«В nta 7) ауға биі 4) 


-1 1 4 0 1 
пл пл 
„| 008--0 sin— 
-( 2) 4 4 
пл пл 
sin cos 
4 4 
1 2 : IAE, 
Pentru А- 3 avem ecuaţia caracteristică 22-5146-0 cu 


Ài—2 şi 4573. Conform cu (ж ж ж) : 
n оп n-l  4n-l n+l ап 2202 оты 
"DN d ЖИ ш. р E mo | 


2-3 2-3 27-3" 2.3" — 2" 
] -1 : MR, 
Pentru A- 1754 avem ecuația caracteristică А^-4А+4=0 cu 
À17À572. Conform cu (x xx): 
A" 25.2"! A-4(n-1).2"?], = 


(n:27! - 4(n- 0:2"? -n-2"7 . 
РЫ Зп - 2"! – 4(n - 1): 2"? 
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1.4. Condiţia det(A?-A?) = 1 este echivalentă cu 
det(A?)det(A-L) = 1, 
de unde det(A?) = det(A-L) = 1 (căci det(A2)>0), sau det(A) = +1 si 
det(A-LD) = 1. 


cd 
Avem astfel sistemele: WM 51 
(a-D(c-1)-5-1 


ac-b--1 
(a-D(e-D-b=1 
. . | ac-bzl. і 
Primul sistem este echivalent cu lar al doilea cu 


а+с= 
ac -b = –1 
| +с=-1 ` 
Deducem imediat cá b = -а2+а-1 si c = 1-а, cu a€Z (în primul 
caz) şi respectiv b=-a>-a+] si c = -1-a, cu a€Z (іп al doilea caz). 


a 


1.5. Fie | 2 „a, b, с, de о soluţie a ecuaţiei. 


c 

Obtinem, folosind det(AB) = det(A)-det(B), 
(det(X))?-det(X-HL) :det(X-ib) = 0. (1) 

Dacă  det(X-1b)-0 rezultă (ati)(dti)-bc=0, de unde 


ad —bc -1 d ——a 
sau : 
a+d=0 be = 1-а? 
a^ el-a^ 0 
0 -1 
relaţie din care X" + X"2 = О», contradicţie. Deci det(X-iL) = 0. 


Analog det(X-iL;) = 0. 
Din relaţia (1), rezultă det(X) = 0 şi înlocuind în relația 
cunoscută, X?-(a+d)X+det(X)-L = О» (conform problemei 1.2., (i), 


obținem Х2- (a+d)X şi de aici XF = (a4d)*'X, cu КЄК. 


Prin urmare, | --1,, adică ХЭН, = О», 
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-] 1 
identificarea elementelor devine: а(а"'+0"°) = 1, d(o* +0") = 1, 
Ъ(о" a?) = -1, с(а"'+0"°) = -1. Adunánd primele două relaţii rezultă 
о"+а"2-2 = 0. 
Dacă Қо) = а"+0"2-2, rezultă f (0) = о” ?(no^*n-2). Dacă n este 


1 -1 
Dacă notăm a = аға, relaţia X" + X"2 = | | ртіп 


par, atunci f este strict crescátoare ре |0, оо) si strict descrescátoare pe 


(-оо, 0) şi f(-1) = f(1) = 0. Dacă n este impar, atunci f este crescătoare pe 


x-l. | ; 7) , pentru n impar 

21-1 1 

xe! NL 
21-1 1 


matrice care verificá relatia din enunt. 


1.6. Se aratá usor са Y = 2 OCA) şi Z = -(Х-АХ) verifică 
condiţiile din enunţ. Pentru partea de unicitate ће (Y', Z^) o altă soluție 
a problemei. 

Atunci Y+Z = Ү'+7/, AY = Y, АҮ = Y”, AZ = -Z, AZ =-Z. 
Deci Y-Y' = Z'-Z. Pe de altă parte, А(Ү-Ү”) = AY-AY' = Y-Y’; 
А(7/-2) = AZ'-AZ = -Z'*Z, şi deci avem şi Y-Y’ = - (Z'-Z), adică 
Y-Y' =Z - Z' = 0 si prin urmare, Y = Y’ si Z = Z’. 


1.7. Cum in conditiile enuntului avem 
(А+В1)(А-В1) = -(АВ-ВА) 
deducem са 
det(A+Bi) : det(A-Bi) = (-1)" · det(AB-BA) . 
Dacă det(A+Bi) = a+bi (cu а, БЕК), atunci det(A-Bi) = а-ы 
astfel cá obţinem egalitatea a2+b2 = (-i)" - det(AB-BA), de unde se deduc 
imediat concluziile de Ја (1), (i!) şi (11). 
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1.8. Din relatia АВАВ = O, rezultá B(ABAB)A = О» айса 


(BA) = O;. Dacă ХЕМХК) si X = О», atunci X’ = O, (vezi problema 
1.2., (11)), adică (BA)! = BABA = O». 


În cazul lui M&(IR), un contraexemplu este oferit de perechea de 


001 001 
matrice А- |0 0 O 58-11 0 01. 
0 1 0 000 


1.9. (1), (11), Gii) se deduc imediat prin calcul, iar (iv) rezultă din 


(iii). 


1.10. Condiţia din enunț este echivalentă cu (1;-А)(1,-В) = 1, 
adică I, —A este inversabilá si (L—A) '-L,-B. Astfel si (1, -B)(I; -А)=1,, 
de unde concluzia că BA = A+B = AB. 


1.11. (i). Íntr-un prim mod calculám det(A) cu regula lui Sarrus 
lar in alt mod adunánd ultimele douá linii la prima. 


(1). Fie a; b, GEZ iar E, =a} +b) +c? —-3ajb;c;, (i= 1, 2). 


177719 


а, bj с, 
Ținând cont de (i) avem: E>-det(A;), unde A-| b, с, а, |, 
с, а, b, 
1-1, 2, astfel cá Er E;7det(A;)det(A;)-det(A;-A;) таг prin calcul avem 


ау b, су; 
са АгАз=| с, а, b, |, десі 
b, су а; 
EjE5- det(ArA;) = aj + b; +с; – За,Ь,с; 
си аз = aia-+bib;-+cic,, Ыз= aib>tbicoteia> $1 сз = аус;+Ыуа»+с|Ь». 


1.12. (1). Prin calcul. 

(ii). Notám s = а+б+с şi s’ =a *b'4c'. 

Utilizând regula lui Laplace, proprietățile elementare ale 
determinantilor 51 (1) avem: 


(a? +b? e c? - ab - ac - bc(a'? +b +e — a'b' - a'c'! - Бс) = 
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а 1 сја b 1 А C s 
—-—b 1 ас а l-2-s' s' 3 
c 1 b b' c 1 B A s 


B A s ВА C 


( am sumat la ultima coloaná opusele primelor douá ) 
= А?+В?+С? -AB-AC-BC. 


1.13. Totul rezultă din regula Іш Laplace dezvoltând 


C 


n,m 


determinantul zi | dupá primele m coloane. 


1.14. Totul rezultă din regula lui Laplace dezvoltând 
O, A 
determinantul zi » d dupá primele n coloane. 


A 
1.15. La coloana k a matricei | 2 | adunám coloana n+k 


înmulțită cu -i (1 <k<n) şi obținem cá 


А -B А-ІВ -B 
det = det | 
В А B-iA А 


Acum la linia n+k a ultimei matrice adunám linia К înmulțită cu 


1 құз? A+iB -B А+іВ -B 
1(1<К<п) şi obținem cá det | = det SUN 
B-i4 А О А—1В 


п 


Astfel (ținând cont si de problemele 1.1. şi 1.13.) obţinem că: 


А -B ; 
ы | = det(A + iB) - det(A — iB) = 
B A 


= det(A + iB) - det(A + iB) = |det(A + iB" 
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Š : a —b) | c d . 
1.16. Dacá notám A - şi В = atunci 
b a d -c 


A -В 
М р | deci conform problemei 1.15. avem са 
det(M) = |det(4 + iB)|? şi cum 


ағіс —b+id 


қамады =a2+b2+c2+d?, 


tid а-і 
deducem cá det(M) = ( a^-b^rc^«q? y. 
1.17. (1). Se calculează А-А. 


(1). Se tine cont de formula det(AB) = det(A) : det(B). 
(11). Rezultá direct din (11). 


1.18. (i) (i). Prin calcul direct utilizând proprietățile 


determinantilor. 


OPERA Ж 2 2% а, A 
1.19. Din linia i se scade linia 1 înmulțită cu 2 gend nd 
а 


1.20. Fie E = АУАЛ)...ӘА, = (е), е», ..., ер). Considerăm 
matricea BEM, (R) В = (Ы) са 1<ї<п si 1<|<р, unde 
l, dacă е; € A; 
j- шэг şi astfel A = B' - В. Totul rezultă acum din 
0, daca e; € A; 
regula lui Laplace. 
1.21. det(A) = п(-1)"". 
1.22. det(A) = 1. 


1.23. det(A) = (-1)*2*(n-1). 
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1.24. (i) Paritatea rezultă din faptul cá toti termenii 
determinantului sunt numerele 1 61-І si ei eventual se reduc doi câte 
doi. 

(ii). Valoarea maximă este 4, de exemplu, pentru matricea 

1 1 -1 
А-11 1 1 |. Valoarea minimă este —4. 
1-1 1 


1.25. Valoarea maximá pe care o poate lua det(A) este 2, de 
0 


1 1 
exemplu, pentru matricea A= |0 1 1 
10 1 


1.26. Adunánd prima linie la toate celelalte linii obţinem o 
matrice care are pe liniile de rang 2, 3, ..., n elementele 0, 2 sau —2, ceea 
ce ne permite să scoatem factor comun pe 2 de pe aceste linii. 


1.27. Se aplicá problemele 1.24. si 1.26.. Se obtine valoarea 
maximă 16, iar cea minimă —16. 


1.28. Deducem imediat că det(X) = 0 şi astfel dacă 


b 
Х- 4 | ЄМ,(О), atunci Х?-аХ, deci X"=a"1X (cu a=a+d). Obtinem 
с 


2 3 
cá o"! X - Í adică a™'a =2, ать =3, отс =4 şi 0 4-6. 


Deducem imediat că о" = а” Қаға) = аа + о"! = 246 =8 si prin 
p 233 . 
urmare Х---- cu a =8. 
a 
1.29. Avem A' (А) = (A! - A) = L' = L, de unde concluzia că 
(А)! = (A). 


1.30. Ţinând cont de problema 1.29., avem: (A)! = (А)! = A7, 
adică A' este simetrică. 
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1.31. Dacă A = О», totul este clar. 
b 
Sá presupunem cá 2 | =О». Relaţia A“ = О», implică 
с 


det(A) = 0 si deci A? = (a+d)A. Rezultă О» = A* = (a*d)*'A, deci 
аға = 0. Prin urmare, A? = О». Atunci +А+А+...+АК! = L+A = 


atl b TNT kl 
- şi deci 4ае(1,-А-.,..-А”)-(а-Г(а-ғ1)-бс 71. 
с 4-1 


1.32. Atât (1) cát şi (ii) se verifică direct prin calcul. 


1.33. Deducem imediat cá A este de forma 


1 1 
- Q^ "eu 
2 2 
1 1 
== — x |сихЄЙ. 
2 2 
1 1 
Хо” к==р me 
2 2 
Astfel 
1 11 1 0 0 "c 
déc) hs E 25 bes х E: 
2 2 2 D ec 
1 1 1 1 RN 
K^ — o Xy X тж 
2 2 2 2 


-3х7 шар > 0. 
2 4 


1.34. Putem scrie det(4 + X) = det( A) + x> D. , unde Di este 
i=l 


determinantul obținut din det(X) prin înlocuirea coloanei de ordin i cu 


coloana formată numai cu elemente egale cu 1 (1 <i<n). Analog 
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det( À — X) = det( A) — x> Р, , de unde deducem cá 


1-1 


det(A + X) -det(A — X) = det^(4) - x? (Y D,y? xdet(A). 


1-1 


1.35. Prin calcul direct. Pentru reciprocă facem in (*) pe А-В 


cu det(A) 7 0 şi deducem că det(2A) = 4det(A) > 2224 n-2. 


1.36. Facem inductie dupá n; pentru n-1 totul este clar, deoarece 

аг-а, bi=b, с=с si 4:-4. Scriind cá A" = А": A, obţinem relaţiile de 
а, = аа, + cb, 

- b, 7 ba, + db, . - . v 

recurentá: pentru orice п> 1. Sá presupunem deci cá 
Cu = qc, t cd, 


d, =be, + dd, 


b -а b b 

u _ ©п În n . Atunci пы =a, ва. n | Сын -4,-а.-- 51 
b с а-4 Ь Ь с с 
astfel 

b 
Тан 2 ъа ү de cq 8 

b с b с с b 


b TAE р : 
<>а,-а, = (а-а), ceea ce este adevărat, din ipoteza de inducție. 


n 


Analog restul de egalitáti. 


1.37. Deoarece det(A) — 0, rezultá cá А?-(3+10)А = О», десі 


A = 13™ :А", pentru orice nz 1. Rezultă cá reprezentarea cerută este 
posibilă, alegând de exemplu, X = 13%" .g A şi Y = 1309" gn. A. 


cu o, В numere reale arbitrare a. 1. aß, op = 1. 


1.38. Din A^ - A-T, > А(А?-1,) = I, > det(A)=0. De asemenea, 
din А? = АҢ, AA? = АЗАН, > AAH) = АЗАН, > 
де(А-,)>0 si revenind la A? = A+I, > det(A)>0. 


1.39. Vom demonstra pentru inceput urmátoarea: 
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Гета. Fie P un polinom cu coeficienţi reali, fără rădăcini reale 
si care are coeficientul puterii de gradul cel mai mare pozitiv. Atunci 


det(P(A)) 20, pentru orice A ЕМ,(Қ). 


Într-adevăr, P este de forma Р(х)- al | (x? bxc) , cu 
К=1 


а> 0, b? -4c, <0 şi тем” pentru orice k. 


Atunci 4еЦР(А) 2 a" | | det(4^ +b, A c,1,)" şi rămâne să 
k=l 
observăm că fiecare factor al produsului din membrul drept este pozitiv. 
Se foloseşte faptul că 
2 2 
b 4c, —b 
A qd Ted cec quc E р 
2 4 
pentru orice К şi cá detOC+Y2) 20, pentru orice X, ҮЄМ,(Ё) cu 
XY = YX (conform problemei 1.1., (11)). 
Trecem la rezolvarea problemei date: 


(i). Evident, k>3. Din A* = А + 1, obţinem A(A*! - In) = In deci 
det(A)+0. Pe de altă parte, А“! = A? + A si deci A(A-L)(A*' +...+ 1)= 
= A. Conform lemei, det( А“! +...+A+ I) > 0. Rezultă det(A(A-L;)) 0. 

Cum k = 2р+1, din relaţia A(A*' - I) = 1, deducem cá 


A(A?-L( А??? +...+А?+1„) = 1, şi de aici cá det(A41,) 0. 
Cum A* = A + I, si k este impar, concluzionám cá det(A) > 0. 
(ii). Fie k un numar par si A = al,. Egalitatea А* = A + I, este 
echivalentă cu — (o -a-1)I, = O,. Deci а-о-1 = 0. Deoarece Қо)-о-о-1 
este continuă, Қ-со)-оо si ҚО) = -1 rezultă cá f admite o rădăcină 
Qo < 0 si în acest caz А = oul, verifică relația AF = A + L, , dar 
det(A) = а) < 0. 


1.40. Deoarece matricele A, B, C comută între ele, putem scrie 
că: М-А”-В”-С”-АВ-ВС-СА-(А--аВ-а С)(А--а B*aC), cu а rădăcina 


cubică a unităţii (a= 1). Astfel, det(M)-det(A--aB--a^ )-4с(А--о В--С) 
şi, dacă йе(А+аВ+о С) = a+ba+co?2, atunci 4е(А-о2ВғаС) = 


= a+bo”+ca (a, b, се R) si astfel: 
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det(M)=(a+ba+co2)(a+bo”+co)=a -b^c^-ab-bc-ca 0. 


1.41. Fie Х=А?+В? şi Ү-АВ-ВА. Cum: 
Х+Ү=А?+В?+АВ+ВА=(А+В)” şi X-Y-A^-B-AB-BA-(A-B)? 
obținem: det((A--B)))*det((A-B))-2det(A^-B^)2det(AB-BA) 

(conform problemei 1.35.), deci 


det(4? + B?) = = (дел + B) + (det(A - B) -2det( 4B + BA) 


şi cum det(AB-BA)x0, rezultă det(A^-B?) 20. 


1.42. Dacă А este  inversabilă atunci putem scrie 
aL;-AB-A(aL;-BA)A ' şi astfel 

det(aL;-AB)-det(A)det(oT,-BA)det(A ')-det(aL,; BA). 

Dacă А nu este inversabilá, observăm cá exceptând o 


submultime finitá x de elemente din C avem 
det[al;*( xL;-A)B]-det[aTL,;* B(xLl,;-A)], 


pentru orice e€ C. Cum cei doi determinanti sunt polinoame in x 
egalitatea se menţine şi in x-0, deci din nou obţinem cá 
det(al,+AB)>det(al,+BA). 


Fie acum P de forma P=a(X-x.)...(X-x.), cu a, xi, ..., «ес. 


Atunci Р(АВ)-4| [(48 - x,1,)si Р(ВА)-аП (В4-х,1,) si 
kzl К=1 


astfel egalitatea det Р(АВ) = det P(BA) este imediatá. 


1.43. Se ştie cá dacă A, ВЄМ,(К) atunci det(AB-L)-det(BA-L) 
şi det(AB+I)>det(BA-+I) (conform problemei 1.42.) Rezultă cá 


det[(AB-L)(BA-L)] = det(AB-D) = [det(AB-L)]>0. (1) 
Dar (AB-L)(BA-L) = b-(AB+BA) (deoarece В?= O3). 


Analog det(I-+(AB+BA))>0. (2). 
Folosind acum relaţia: det(X+Y )+det(X-Y ) = 2[det(X)+det(Y)], 


pentru orice X, ҮЄМ,(К) (conform problemei 1.35.), din (1) si (2) 
rezultă 


Oxdet(b-(AB*-BA))*det(b--( AB*-BA))-2[det(L;)--det( AB-BA)]- 
=2[l+det(AB+BA)], айса det(AB-BA)2-1. Din В2=0 rezultă 
57 


det(B) = 0 deci 0 = 2[det(AB)*det(BA)] = 4е(АВ-ВА)-4е(АВ-ВА) si 
folosind prima inegalitate rezultá a doua. 
Observafie. Se poate demonstra de aici cá 


det(AB-BA) x0 xdet(AB-BA). 


1.44. det(B*+L) = 0 => det(B-iL) · det(B-iL;) = 0. 

Cum ВЄМ,(К), avem 4ефВ--1,) = det(B-ib) = 0. 

Fie g: R— К, g(x) = det(B+x1,). Avem g(x) = ox^fx-^y, pentru 
orice x€ R, unde a, B, yE R, o—det(D)-1, y-det(B). Extinzând ре g la С, 
pentru x-i, avem: 

(1) 0 = det(B+il) = -1+Bi+det(B), deci В = 0 si det(B) = 1. 

Не ЕК КҜ, f(x) = det(A+xB), pentru orice хеК. Atunci 
Қх)-ах “Әхіс, pentru orice xER, unde c = f(0) = det(A) si 


а о. qon Е + J = det(B). 
X 


X—00 X X—00 


Relaţia din ipoteză se scrie sub forma Y /((-1) C1)-0. 
k-0 
Ținând seama de forma funcției f, se obține egalitatea: 


det(B) (CE)? + БУ (- DAC + (n41)det(4) 202 
К-0 К-0 
(0)  det(B)C?, + (n41)det(4) = 0. 


Din (1) şi (2) deducem cá det(A) = ы : 
п+ 


1.45. (1) >(ii). Dacă p-1 2A-0; -а-0, be R, deci (i) (ii). 


Fie рем”, p22, ai. AP=O, > det(AP)-(det(A))"-0, deci 
det(A)=0. 
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Luám А- Ё — J = A2-(x+t)A+det(A)-L=O, > А2-(х-0А. si 
Z. 


4-0, 
prin inducţie, AP = (x+t)P'A, pentru огісереМ”, deci (i) <> 4 sau 


x+t=0 


Dacă A = О, > а= 0 #1ЪЄК > (ii). 
y 
-x 


Dacă х= 0 > t =x > А f Ін det(A) = 0 >x°+yz = 0. 
2 
Luám x = а:соѕЬ si у = a(1-sinb), z = a(-1-*sinb), cu a, ВЕК si 
astfel rezultă (ii). 


(ii) >(i). Dacă а-0, һе К > А-О, există p-1 a.i. А? А/-О, 


Dacă a+0, bER > А=0, —existá p-2€ N' , p» 1 aî. А?= О. 


1.46. Vom demonstra pentru inceput urmátoarea: 

Гета. Dacă două matrici pátratice X, Y verifică relaţia XY = I, 
atunci ele sunt nesingulare, X 2% şi YX = l, 

Demonstratia lemei se bazeazá ре faptul cá ХҮ = I, implicá 
det(X) = 0. Rezultă că matricea X este inversabilă. Înmulţind la stânga 
relația XY = І, cu X” obţinem Y = X'! deci si YX =L. 

Lema se aplicá astfel: 

(1) > (ii). Din relația ABC = АВ-ВС deducem (1,-А)В(1,-С)- 
-(В-АВ/(1,-С) = B-BC-AB+ABC = B, deci (L-A)B(I,-C)B ! = I. 

Conform lemei, avem si (1,-С)В” (1,-А)В-1,, adică (B '-CB )Y(I,- 
-A) = В’. Prin urmare, В'-В'А-СВ'+СВ'А = B^, deci 

CB'A-CBHB'A. 


(1) -> (1). Se demonstreazá analog. 


1.47. ,,2". Presupunem cá ecuaţia X -X' =A admite soluţia 


521555 ана And Xe pe TAL eve v.a 
c d det(X)(-c а b d 


deci 


59 


Aus sna айл (= р)а 
det(X)((b-c)a ad-c?] 


unde evident impunem condiția det(X)0 <> ad-bc. 


Deoarece АЕМ.) şi orice matrice АЕМ.(К) verifică ecuaţia 
caracteristică  A?-tr(A)-A+det(A)-L=0;, deducem са det(A) = 
1 А 2ad - b? – c? 
= det(X )det(X')) = —— —.det(X) 21 şi tr(4) = C = 
(X ydet(X) dei Qn (Х)-1 si tr(4) 28:20 р 


Dacă р-2 <> (5-с/-0 <> bec <> A=L, obținem o contradicţie. Deci 
există p€ \ (2) a.i. А-рАН,-О;, unde p a fost definit mai sus. 

„<”. Dacă există pc R- (2) a. 1. А?-рА+Ь = О» şi AzAb, 
folosim faptul cá А verificá ecuatia caracteristicá 
А?-"(А)-Ағ4е(А)1;-О», si prin scădere deducem cá (tr(A)-p)A = 
= (det(A)-1)b, de unde p = tr(A) si det(A) = 1. 


u v 
Prin urmare А se scrie sub forma 4 [nee Р ) 


" 
E 
cu u, УЄК, v=0 si deducem cá  sistemul 20 : =u, 
ad — bc 
2 2 Е ET 
dare ; C 222 =v, ж Ж шлш аге solutie doar 
ad — bc ad — bc ad — bc y 
2 
. = pu +1 -1 +1- 
dacă p+2, şi anume а= PT a, pote a= Pg, 
y y y 
u? — pu +1 
unde de R* şi deci matricea X= — y “ satisface ecuația 
Y| u-p+1 v 
X-X'- A. 
. т п ж 4 —n 
1.48. Fie A= „A= , d = mq-np, m, n, p, 
Р 4 -р m 


m-qd n(l-d) 
p(l—-d) q+md 
= d[(d-1)'+(m+q)], iar condiţia din enunţ devine d = 1 si m*q = 0. 


q€R. Prin calcul direct avem: det(A*dA") = 
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Atunci  det(A-dA) =  det(A-A) = 


m-q 2n 
2p 4-т 


= -(m+q)'+4(maq-np) = 4d = 4. 


1.49. Matricea A verificá ecuatia sa caracteristicá, deci 
A?)-(a*d)A-(ad-bc):5-O». Presupunem cá există п>1 a. i. A" = L. 
Rezultă cá (det(A))" 21, deci det(A)€ (-1, 1). Considerăm polinoamele 
f-X^-uX-v, 8-Х"-1, unde u-a*d 22, iar ve (-1, 1). Ecuația Қх)-0 are 
rădăcinile ху, x; reale deoarece Л=02-4у>0. Rădăcinile хү, x; nu pot fi 
rădăcini ale ecuaţiei g(x)=0, deoarece dacă x; —1 = 0 rezultă |xi|=1 si 
cum х2-их +v=0, am avea | -МХГБ ІЗ v <|м| м2, 


contradictie. Rezultá cá polinoamele f si g sunt prime intre ele, deci 
există polinoamele cu coeficienţi reali P si О a.i. P-f-Q:g-1. Această 
egalitate fiind o identitate polinomială, se păstrează când inlocuim pe X 
prin matricea A, deci Р(А)УҚА)-О(А) А)-і.. Deoarece f(A)-g(A)-O», 
această egalitate matriceală devine O;-L, contradicţie. 


1.50. Fie fiR—R, f(G)-det(A^-B^-C^-BCx) Avem că 
f(2)=det[ A?+(B+C)] > 0 şi f(-2) = det[A?+(B-C)] > 0. Să presupunem 
de exemplu că det(BC) = det(B)det(C) « 0. 

Graficul lui f este o parabolă, deci det(A^--B^*C?) = f(0) > 0. 


1.51. Fie АЧ Jem, A+0, a. i AtA'ab > 
z t 


0 
: ЛЭ ЯГ | ZIEL r] Din 
z t y t 0 a -у x 


А +0, rezultă cá det(A) = x^*y^ 20, deci А este inversabilă. 
x 


y 
2 2 2 2 
Не В- yx’ +y? yx М. ЛЕ od 


y 
х? £y х? +y 
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2 2 


Š 3 х у А 
Observám cá + -1, deci existá 
2 2 2 2 
x +y JX +y 
А х ) : 
1610, 2m) ал. —— = cost 51 2 = sint > 


cost  sinf 
B= ў : 
—sinf cost 
Se verifică prin inducție după mz 0, cá в“ 


cosmt sin | 


—sinmt совті 


бі apoi pentru m<0, deci pentru m€ Z. 
Atunci A+ (A9"= e py ) (В"-(ВЭ?)- 
2 t 0 
=( Jx? 73 шоо -Ы;, 
0 2сов ті 
pentru b=2cos mt: e ку” | : 


a, b 
1.52. Dacă һә i | din  AjA,-A,Ao rezultă 


Gg d, 


b c а, -а , 
kk = : -а, şi cum Ao=al, —be, со, do-ao nu sunt toate 
bo со 4-а 


nule, avem bk=@kbo, скос, di-oydo*Bi, ау-оқао"Вь, aşadar, 
Ас-оАо Ёл, 1<К<п. 


(i). Dacă о,-0, КЄ {1,...,n} atunci У 42 = (У 82). 1, , deci 
К-1 


ас(У42)-(У 82 20. 


Dacă a = >; + 0 , atunci 


У 42 -(Y:22). 4} +2(у` a,b + 502), = Р(4,), 
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P fiind un polinom de grad doi cu discriminantul: 
2 
A= aB) -Ea Ул до : 
Rezultă | Р(2)-0(2-2,Х2-2,), ФЕС, de unde 
Р( А,) = «( А, — z L5 4,-201,), deci 
det P(4,) = à? det(4, — z,1,)| 20. 
(ii). Din condiţia А,+ад |, pentru orice ае К, rezultă 92, n 
а, 1 
adică A«0, prin urmare z€ C-l. 
Atunci det P( 4,) = 0 = det(A) — 21) = 0 sau det(A4, — 291») = 0, deci 
70 sau Zo este rădăcina ecuației cu coeficienți reali det( 4) — z/,) = 0, 
deci ambele numere sunt rádácini. 
Din det( À, — zI,)= z? — (ay + 4,)2 + (a d, — Бус) si 
Аў —(ag*dg)Ay + (aodo —boco)l, = О, rezultă Р(Ао)=0, adică 


Ул EO. 
К-1 


b [f d -b 
1.53. Pentru A= Н | ЄМ,(С) avem adjuncta A -| | 
с 


—cCc a 


a c 
şi respectiv transpusa А" 4 x ЕМХО). Se observă cá matricea 


0 -1 0 1 
e N cu сы 1 ) verificá proprietatea din  enunt: 


A'-C-A'- CI, pentru orice АЄМ,(С). Dacă Зе М.(С) satisface de 
asemenea condiţia din enunţ, atunci: (C S)A' = A! (C'S), pentru orice 


АЄМ (С) şi reciproc. Cum f: М.(С)-М.С), ҚА) = At, pentru orice 
Ав М.С), este bijectivă, se obţine că CS сотий cu toate matricele 
din М.О), deci se află în centrul lui М-(С). Rezultă că există аЄС a.i. 
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C'S = aL, deci S = aC. Ca urmare, matricele cáutate sunt de forma: 
0 -« : 

| | аеС. 
a 0 


1.54. Fie Р(Х) = det(A + XL)eQ[X]. Р(Х) si X"-2 nu sunt 
prime între ele in Q[X]. Într-adevăr, presupunând contrariul, există 
polinoamele R, SeQ[X] ал. PR + (Х"-2)5 = 1, de unde 
к. ) P(2) = 1. Dar, din ipoteză, PEIZ) = 0, contradicție. Cum însă 
X"-2 este ireductibil іп Q[X] (conform criteriului lui Eisenstein), 
deducem cá (X"-2) | P. Deoarece grad Р = n şi P este monic, rezultă 
P = X"-2. Deci det(A+XI,) = X^2 şi obținem: det(A) = det(A+0-1) = -2; 
ае(А-,) = 4е(А-14,) = -1; det(A-L) = det(A-(-1)];) = (-1)"-2. 
Rezultă: det(A-I,) = det(A)*(det(A-T,))". 


1.55. Să notăm cu 4(a,,a,,..,a,) matricea din M determinată 
de numerele а,,а,,...,а, . Notám cu A, = I, şi pentru orice 1€ (2, ..., nj 


A; matricea determinată de a; = б. Se observă că 
n 
A(a,,a5,...,a,)— Уа,4, . Facem convenţia să identificám pe ni cu i, 
i=l 
pe —i cu n-i pentru 1<i<n si pe 0 cu n. Se observă uşor prin calcul cá 
АА, ТЭ АД, — Ан, pentru 1 Xi, 1 xn. 
n n 
Fie A=} a,4; si В= Ь,А,. Atunci: 
іі 


i-l 


48 = (4,4) (5,407 Y Y 5,44, 7 Y Y (55,4,4)7 
i=l n 


ї=1 j=l i=1 j=1 
-035,4/ È a;4;)=BA. 
7-1 i=1 


Кесіргос, sá presupunem cà matricea B comutá cu orice matrice 


AEM. Atunci elementul а; al matricei Аҙ se poate scrie, ținând cont de 
convenţia făcută, sub forma: 
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0 pentru iz 7-1, 
ij > Ó; ; = Eu . 
1 pentru i= j –1 
Fie B=(b;j)ı<ij<n matricea care comutá cu orice matrice АЕМ. 
n n n 
Deci BA;-A;B sau У 54,07". = YO, jby = УЬ, de unde 
k=l k=l k=l 
rezultă cá b; ;.,— bij pentru orice 1 xi, j xn. 


Facem pe rând pe i71, 2, ..., n $1]=1, 2, ..., п şi obţinem: 
Балды =..=b, Sb 


de unde deducem cá B = A(b,, b, ,..., b, ) ЕМ. 


1.56. Avem: 

O, = АО, = A(al;FbA*cB-dAB) = аА+ЫА?+сАВ+4А?В = 
= аА+ЫА?-сВА-4АВА=(а1„+5А-сВ-аАВ)А, deci al,+bA-cB-dAB = O,. 

Rezultă al,+bA = O,. 


Dacă 540, atunci ағ0 si А- p deci 


2d absurd, deci а = b = 0. Cum cB+dAB = O, 


LT ва) 


п? 


implică с1,+аА = О, rezultă sic = d = 0. 


1.57. (1). Considerăm coloanele i;c...«ij€ fl, ..., nj ale 
matricei I,. Observăm cá singurul minor de ordin k nenul este format din 
liniile 1,€...«i, deci pentru oricare К dintre coloane, avem un singur 
minor nenul. Rezultă că numărul minorilor nenuli de ordin k este СТ şi 
că suma lor este 27-1, 

(ii). Не КЄ (1, ..., n} fixat şi coloanele 11<...<І; 41, ..., n]. 
Dacá toti minorii de ordin k care contin aceste coloane ar fi nuli, atunci 
orice minor de ordin k+1 care contine aceste coloane ar fi nul. Analog, 
orice minor de ordin k+2, care contine aceste coloane ar fi nul, şi in 
final, det(A)=0, fals. Deci există un minor de ordin k cu elemente din 
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ч 04 A k 5 . 
aceste coloane care este nenul. Rezultá cá avem cel putin C, minori de 


ordin k nenuli (putem alege C 5 sisteme de k coloane din n) si atunci 
numărul total este cel puţin 27-1, 


1.58. Fie РЄМ,(С) o matrice inversabilá astfel incát AP = PB. 
Atunci: 


P- (74) R (ui; | lVki)kj = U+ 1У, unde U, VeM;( К). 
Din relația А(0-4У) = (U+iV)B, separând partea reală şi partea 
imaginară, rezultă că AU = UB şi AV = VB. 
Fie polinomul cu coeficienţi reali f(x) = det(U+xV). Deoarece 


Ға) = det(P) = 0, rezultă cá f este nenul şi deci există аЄҜ cu 
proprietatea că f(a) = 0. 

Atunci det(U+aV) = 0, adică U+oV este o matrice inversabilá 
în М.(Ю). Dar A(U+aV) = AU+aAV = UB+aVB = (U+aV)B, deci A şi 


В sunt asemenea şi in М,(К). 


1.59. Inversabilitatea matricei А+В+1„ este echivalentă cu faptul 
că singura soluție a sistemului liniar omogen (А+В+1„)х = 0 este soluția 


banală x = 0 (din C^). 

Presupunând că v este o soluţie, avem (folosind faptul că 
AB = BA şi inducția matematică) 

В*у = (-D'(LEA)'v. 

Astfel, v = В'Х = (1+А)'?%у, 

Lemă. Polinoamele Р(Х) = (Х+1)??-1 si Q(X) = X] sunt 
prime íntre ele. 

Demonstrație. Fie 20 o rădăcină comună. Atunci |zo=l şi 
|20+1=1. Prin urmare, 0, 1 şi 70-1 sunt vârfurile unui triunghi 


echilateral. Rezultă de aici cá arg(zy+1)€ {-л/3, 1/3). 


Deci zy+l=cos—+isin sau Zọ+tl= cos i sin 
3 3 3 3 

1 . 1997 . . 

Іп ambele cazuri, 2, +1, contradicție. 


Conform lemei, există două polinoame R, ЅЄС[Х] cu 
proprietatea cá R-[(X--1) 5-1 e-S- [X ?-1] = 1. 
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Atunci R(AJ(A4L)PP-L.]-S(AJA?"-] = h in М.О). 
Aplicând la cei doi membri pe v, obţinem în stânga 0 şi іп dreapta v. 
Deci у = 0. 


1.60. (1). Evident. 

(1). Баса V este un K-spatiu vectorial de dimensiune n, atunci 
| V | p". Interpretând elementele lui GL, (K) drept mulțimea aplicaţiilor 
liniare inversabile pe V = K^, se observă imediat cá | GL. (K) | este egal 
cu numărul sistemelor ordonate (е), ..., €n) de elemente ale lui V ce 
constituie baze ale lui V peste К. Însă, pentru a alege o bază a lui V 
peste K, putem alege mai întâi pe е; ca fiind orice element nenul al lui V 


Deci | GLK) | = (р"-1)(р”-р)...(р"-р""). 
(iii). Cum det(U) = det(V) = 1, deducem cá U, УЄ5Г, (7). 


] -1 
Prin calcul direct se verifică egalitátile: О! = г з 


1-0 1 k 1 0 
VES : U* = ; Vk = , pentru orice kcZ, precum 
-] 1 0 1 k 1 


51 egalitatea: 
-1 0 -I4 727 rx 72 
(*) i А =U У ү, 


b 
Не acum M = Ë | Є51(7) cu ad-bc = 1. 
c 


Vom demonstra prin inducție matematică asupra Іш |c| cá M 
poate fi scrisă sub forma cerută de enunţ. Dacă |c| = 0, atunci ad=1 deci 


1 b 
a = d = 1 sau а = а = -1, astfel că М = | = W, respectiv 
-1 b -] 0 1-5 
М- - -U v?U Ул) * (ţinem cont de 
0 -1 0 -1/410 1 
(*)). 
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Presupunem acum cá |c|=0 si бе д,геК astfel încât a=cq+r cu 
r-c Ь-(а-Да 
r b-gd | 
Conform ipotezei de inducţie putem scrie: М|-1,-..-Тї" cu 


T;€ (U, V}, «е2,1<і<шт, de unde М-07"УЛМг- Оу! т"... 


m 


0-<г<с. Deoarece М,-У U “ы. 


(іу). Cum det(W) = -1 deducem cá WeGL„(Z). Fie acum 
M€GL»(Z) cu det(M) = 1 sau —1. Dacă det(M)=-l cum si det(W)—--1 
deducem cá det(WM)=(-1)(-1)=1, deci WM€SL»;(Z) şi totul rezultă din 
(11). 

Dacă det(M)=1, atunci MESL„(Z) si din nou se aplică (iii). 


1 -1 4 
1.61.(АВ)-|0 0 4|,decirang((AB))=2= 
0 0 4 


= rang(A(BA)B)<rang(BA)<2, deci rang(BA) = 2, adicà BA este 
inversabilă. 


l -1 8 
Cum (АВ)-|0 0 8|, avem (АВ)У-3(АВУ-2(АВ)-0. 
0 0 8 


Ínmultind la stânga cu B şi la dreapta cu A se obține 
(ВАУ-3(ВАУ-2(ВАУ-0. 
Cum ВА este inversabilá, rezultă (BAY-3(BA)+21 = 0. Notánd 
cu t = (ВА), d = det(BA), avem (BA)"-t(BA)*dL-0. Dacă 1+2, atunci 


t=3 81 ar rezulta ВА- - 15 de unde 
(АВ) = АВАВ = A: с - 1, В = 2 E “АВ, 
t— t— 


ceea ce se observá cá nu are loc. Deci d-2. 
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1.62. 


Avem: 
а, a +r a 2n o wu d 4(n-Dr 
а, а, tr, a,+2r, .. nud (n Dr 
D- е 
4,1 Oa Ua 4,1%24 а) Fin Dra 
5, 5, 5, E b, 
а, n 2E. oue (re 
а, Р, 2, е (a-l), 
ава Цэн 27,1 (n - Dr, 1 
b ЖЫ b-b .. * Babi 
а, n n N 
а D P 5 
=(п—1)!|°7 
а Та Ға Ғы 
b 5-5 2 7 а 3 — 
a, r, 
a, Р, 2 
-(0-1)) .. E. ses e | = 0, (dezvoltând pe D după 
алу Р 0 .. 0 
b Б-Ы c .. c, 


ultima coloaná). 


1.63. Presupunem prin absurd cá A^pA-*qL-O,. Atunci din 


2 2 
identitatea A2+pA+ql,= (4 + - 1 | E 7 20 Ї,, rezultă са 


2 2-2. 
(s - 3 -P Я 44 I,. Aplicând determinantul іп ambii membri 
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4 


pozitiv iar membrul drept al egalității este strict negativ deoarece 
p-4q « 0 si n este un numár natural impar, deci am obtinut o 


2 2 n 
-4 
obtinem del 4 + 21 г = эн . Membrul stáng al egalitátii este 


contradicție. Rezultă deci cá A>+pA+ql,=O,. 


1.64. Se obţine A = B-I, şi condiţia А" = aA se poate scrie 
astfel: (B-I;)" = o(B-I,) 
sau B" - C] B"! e... (C) I, »aB — ol, , 
sau B" – СІВ"! +...+ (-1)! B -aB = ої, – (-1)" I,. 
De aici putem scrie 
B(B"! - CI B"? &..- (D'I, -al ,)=1, (CD — a), de unde 
1 
(1) BB"! -C}B"? +..+ (CI I, - ad, )- =[„. 
) (ты -4q 
Am ţinut cont cá ol si В", = L.B". Din relația (1) rezultă cá 
matricea B are inversă la dreapta 61 datorită faptului că B comută cu 
orice putere a sa, rezultă că această inversă la dreapta este inversă si la 
stânga. Deci matricea B este inversabilă. 


1.65. Notăm 2, = cos х, +isin x,, KE{1, ..., n}. 


2 
х X х EE оз 
Să observăm cá a,, =— $1 
p 
2,2,..2, = cos(x] + X +...+ X,) T isin(x, +X, t. x,)-i. 


21 2 2 

21 2, 2, 

22 22 22 

Atuncidet(4) = 22 22 7 22 
n 

2, 2, 2, 

n 
Z 72) 2 
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1 1 м 1 
1 1 1 
mE 2, N Za |y E 1 i 
1 1 ... d. n 21 ç 22 I : 2, 
n-l п-1 > n-l 
21 22 2, 


unde V, este determinantul Vandermonde de ordinul n (s-au dat factori 


: UA S 1 
comuni Zi, Z2, ...,Z; pe linii şi —,——,..., — ре coloane). Avem aşadar: 
2 


Zi 22 n 
1211 1 0, 
det(4)= || DA ru Îl -z,) 
1<k<p<n 2, Zk (2,22..2,) “1222 
EDEN ] 
51 det(4) = П 2-2” Пе, =2ь)'= [[ Сй, -z,) 
1<&<р<п\ Z 2, I<k<p<n I<k<p<n 


ip a hi esa 


I<k<p<n 


п(п-1 


) 
Atunci det(A)ER <> det(4)-det(4) © CD Piz. 


Este necesar pentru aceasta ca п-1 să fie par > n impar. În plus, este si 
(2k+1)2k 
suficient: n=2k+1]1 -(-1) 2425-11-18 CD -(-)%-1, 


сееа ce incheie solutia. 


1.66. Presupunem cá det(A+B)>0 si vom demonstra cá 


det(A"+B")>0, oricare ar fi ne N" (cealaltă implicatie fiind evidentă). 
Considerám douá cazuri dupá cum n este par sau n este impar. 


a) n par, adicá n = 2p, p€ N. Avem: 
А?+В? = (AP)2+(BP)2= (A? HBP)(A? -iBP) = (AP HBP) (A? +18”) 
şi trecând la determinanti, rezultă: 
det(A?^-B?P) = det(A? +iBP) det(A" + iB") = | 4еёцА”-ЧВЭГ 0. 


b) n impar, adică n = 2p*1, peN. Sá notăm cu xo = -1, xi, x», 
., Хор rădăcinile complexe ale ecuaţiei binome (1) х?Р 1+] = 0. Ținând 
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seama de faptul cá matricele А si B comutá, precum si de relatiile lui 
Viéte pentru ecuatia (1), putem scrie: 


2p 2p 
Ї1(4-х,8)-А29" - ез 4 255 |е =.. + BP 


j=0 j=0 0</<(<2р 
= Атар Р 
Deoarece хо- -1 iar rădăcinile xi, x», ..., хор sunt două câte două 
conjugate, putem scrie identitatea obținută sub forma: 


2p = 
(2) (-811(4-х,8ХА-х,8)- A?" + B?r* , 
j=l 
Deoarece А si B au elemente reale, avem pentru fiecare |Є (1, 2,... p): 
det(A — х В)(А —x,B) = det(4 - x; B): det(A — x ,B) = 
= det(4-x,B)-det(4-x,B) = 
-det(A -x В) det(A х В) = det(4 - x,B)| 20, 


unde am notat cu X ЄМ,(С) matricea obţinută din XEM,(C) înlocuind 
elementele acesteia cu conjugatele lor. Deoarece si det(A+B)>0, 
trecánd in (2) la determinanti, rezultá 


2p = 
det(A + В)[ [det((4 — x,B)(4 — x ,B)) = деца?" B^") 20. 


j=l 


1.67. Dacă n = 2, atunci se verifică uşor cá pentru orice matrice 
АЄМ (С) avem (A) = A. Pentru n>3 deosebim cazurile: 

i) rang(A) = n. Notăm d-det(A). În acest caz А = dA! 
det(A”) = d^ - det(AD= d"! (A) = d"! (А) = Ф аА = d'?-A si 


atunci (A) = A = «“ А-А <> 47-1 <> d este rădăcină de ordinul 
n-2 a unității; 


ii) rang(A) = n-1. În acest caz presupunând A +0 rezultă că există 


i, jE{1, 2, ..., п} ал. aj#0 (de fapt, există n-l asemenea elemente) si 
fixăm unul dintre ele. Înlocuim elementul a; fixat anterior cu aj +t si 
astfel rezultá o nouá matrice notatá A(t). In acest mod obtinem cá 
detA(t) este o funcţie polinomială de gradul întâi in t şi detA(0) = 0. 
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Într-adevăr, dezvoltând ^ detA(t) după linia i, avem: 
det A(7)= alu +... + (aj; t £)U; t... a; T; = det 4(0)+ T; =й. 

Procedând ca în cazul i), avem A (t) = detA(t)(A(t))', pentru 
t=0 şi (А (©) = (detA(0))"? A(t). Elementele lui А (t) sunt funcţii 
continue în t de grad cel mult unu, deci elementele lui (A (0) sunt 
polinoame de grad cel mult n-l în t. Atunci când t—0 rezultă că 
elementele lui (А (0) tind către elementele Іші (A (0)), acestea fiind 
nule. Deci (А)-0 =A= 0. Contradictie, si prin urmare în acest caz 
A=0. 

iii) rang(A) < п-1. În acest caz А = 0 2(A)) = 0 si десі 
(A) = А ФА = 0. 


1.68. Dacă A, BEM,(C) sunt simetrice (adică A = A! si В = B) 
atunci: 


1) Dacă AB este simetrică avem că (AB) = AB > BA'= AB > 


=BA = AB. 
ii) Dacă AB = BA, atunci (AB) = B'A'- BA = AB. 


1.69. Prin calcul direct. 


1.70. ,,->”. Să presupunem cá rang(A)x1. Dacă rang (A)-0, 


avem a;j>0, oricare ar fi (i, J) € {1, 2, ..., mj x11, 2, ..., nj, deci putem 
lua хү=х»=...=х„=уу=у»=...=у„=0. Dacă rang (А)=1 există un element 


nenul ақ, unde (k, р)Є (1, 2, ..., mj X11, 2, ..., nj este fixată, iar toti 
minorii de ordinul doi ai matricei date sunt nuli. Deoarece a, € R, 
putem fixa хұхе R^, уре R' astfel încât ақр-хаур. Pentru fiecare i€ (1, ..., 
m) vom nota x; =a, şi pentru fiecare j€ (1l, ..., n} vom nota 


у; “ардыг Rezultă ар-хур, 1641, 2, ..., mj, respectiv ақу-хұу), 


1Є(1, 2, ..., n}. Fie acum i€(1, 2,...,m]-(kj, JE{1, 2,...,n| Mp]. 
Scriind cá minorul de ordin doi obţinut prin intersecția liniilor k şi i cu 
coloanele p şi j este nul rezultă ак„а=аьа„. Această egalitate se scrie, 
echivalent, хкураң=х{урхкуу, ŞI împărțind prin хұуре К”, obținem aij-Xiyj . 
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Am demonstrat deci cá aj-xiy;, oricare ar fi (i, j)€ (1, 2, ..., 


mjx11,2, ..., nj. 


,€". Dacă există xi, xo, ..., х„ЄЙ si у, Ул, ..., YnER а. 1. 


aj7Xiy;, oricare ar fi (1, j) € (1, 2, ..., mj X (1, 2, ..., nj se constată uşor cá 


toti minorii de ordinul doi ai matricei date sunt nuli, deci rang(A) x 1. 


1.71. Cum” | 
1 10 
142 
Avem 2 -1 5 
1 10 1 


À-3, rang(A) =2. 


1.72. rang(A) = 2. 


= 21 z 0, rang(A)22. 


= 34-9. Pentru X3, rang(A) = 3, iar pentru 


1.73. Avem cá rang(AB) xmin (rang(A), rang(B)) xn«m, astfel 
cá, іп mod necesar, det(AB) - 0. 
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82. Spatii vectoriale. 


2.1. (1). Se verificá axiomele spatiului vectorial (elementul nul 
fiind 1). 
(ii). Ете a > 1, a 1 ( deci a este nenul in V). Deoarece pentru 


orice xe V (deci x > 0) există аеК a.i. x = ода = a^ ( şi anume 


а = log,x) deducem că {а} este sistem de generatori. Dacă аба = 1, 
atunci a^ = 1 si cum a z 1 deducem cá a = 0, adică Ға) este liniar 


independentă peste R. Deci {a} este о bază iar dimaV = 1. 
2.2. (1), (1). Se verifică axiomele spaţiului vectorial. 


2.3. Cum a z 0 există o! in K. Astfel obţinem a (ax)-a''- 0 = 0 
<-(алдх-0<>1-х-0<>х-0. 


2.4. Dacă xeK şi aek atunci în mod evident ax eK si astfel 
(К+) devine k - spaţiu vectorial, înmulțirea de pe K jucând rolul 
inmultirii cu scalari. 


2.5. Deoarece, de exemplu, 0-1-- 3/4 .3f2 + (- 2/2 ) 74-0 
rezultá cá vectorii (1, 1/2 „3/4 } sunt R - liniar dependenți. 

Fie a+ b3/2 +c3/4 = 0, a.b,ceQ, o combinaţie liniară nulă a 
elementelor 11:52 21 }. Dacă unul din elementele a,b,c este zero, 


atunci obligatoriu si celelalte sunt zero. 
Presupunem cá a,b,c nu sunt toate nule. Inmultind relația de mai 


sus cu 4/2 şi eliminând pe3/4 între cele două relaţii, obținem : 
(ab — 2c?) + (b? – ас)3/2 = 0 


ab —2c? =0 


5 . Înmulţind prima 


şi deoarece a,b,ce Q, obţinem stema: | 

– ас = 
ecuatie cu с si a doua cu b si adunándu-le, obtinem: 2c? = b? ceea се 
aratá cá 3/2 este un numár rational — contradictie, de unde b = c = 0. 
Deducem imediat 81 cá a = 0, adicá sistemul 11, 3/2 „3/4 ) este Q-liniar 
independent. 
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2.6. (i). Dacă а,феС si А,ВєМ, „(С), atunci cum (aA + BB) = 
= a A' + BB' = aA + BB, deducem cá аА“рВЄМ,,(С), deci М,,(С) este 
subspatiu vectorial al lui M„(C). 


Analog pentru М, „(С). 
(ii). Pentru 1<i,j<n, i z |, notăm prin Ej matricea ce are pe 


poziţiile (i,j) si (1,1) pe 1 şi 0 în rest (acestea sunt in număr de 1021 ). În 


mod evident aceste matrice sunt din М, (С). Dacă mai notăm prin E; 
(1< i <n) matricea simetrică се are 1 pe poziţia (1,1) şi 0 în rest, atunci 
(Ер iz; jen > (Е) 1а) formează о bază pentru М, „(С). 

iz j 


Deci dimcM,, (C) = SG ныг 2089, 


Cum o matrice antisimetricá din Masa(C) este de forma : 


0 Qi. hes gs 
а) 0 аҙ, 
-а, -а, .. 0 


deducem că dacă notăm prin Ғ;(1<1,1<п, i ж j) matricea ce are 1 pe 
n(n-l) 
2 


poziţia (ij) (i < j) si —1 pe poziţia (j,i), atunci {Fij} i<; je ( ce are 
izj 
elemente) formează o bază pentru М,.„(С), deci dimcMas (C) = ZD, : 
(iii). Pentru orice Ме М,(С) notând M; = 7 (M + M’) şi 
М» = i(M - М) se deduce imediat cá М,єМ, (С), М;еМ,,(С) si 
M =M; + M», adică M,(C) = Msn (C) + M,,(C). 
Dacă Me М,,(С) ^ Ме (С), atunci M = Mt si M =-М°, de 
unde M = O,, adică M,(C) = M,, (C) Ө М, (Су) 


a. b. 
2.7. Se probeazá imediat cá даса M; = | 4 ! | eV, cu 
-а 


ajb,c;elR (і-1,2) si о еК, atunci aM, + ВМ,єУ, adică V este 
subspatiu vectorial al lui M-(R). 
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1 1 
Scriind ww —a 9 +b 9 +c ы deducem cá 
с —a 0 -1 0 0 1 0 


1 O 1) (0 0 
: ү : c V formeazá о bazá pentru V si deci 
0 -1/10 0/41 0 


ашарУ = 3. 


2.8. Rezultă imediat din teoria elementară а sistemelor 
Crameriene. 


1 2 1-1 
! : 3 a 2 . 
2.9. (1). Trebuie ca ус 70. Dar determinantul se 
3 -4 1 3 


observă cá este nul indiferent de valorile Іш о (căci linia 3 este suma 
liniilor 1 şi 4). Deci, cei patru vectori nu pot genera un subspatiu 
vectorial de dimensiune 4. 


1 2 1 -I 

a : 3 а 2 0 

(11). Trebuie ca rang - 3. 
4 -2 2 2 
3-41 3 
LomÀ 44 

Minorul de ordin 3: 3 а 2|=-2@-+ 2, iar acesta este nenul 
4 -2 2 


dacă si numai dacă о z 1. Deci, dacă az 1 cei patru vectori formează un 
subspatiu de dimensiune 3. Dacă a = 1, rangul este 2. 


2.10. Fie M matricea formată din coordonatele celor trei matrice 


аш М,(К) (în raport cu baza canonică din M=(R)): 


1 0 а 1 
M=|2 1 1 Jf. 
0-11 2 


Ca matricele să Не liniar independente trebuie ca sistemul: 


TT 


< 


xı + 2x, = 0 
X, — X; = 0 
оху +X,j+X, = 0 
х + fk, + 2x3 = 0 


să aibă solutia banală. Acest lucru se întâmplă dacă rang (М) = 3 <> 


аж 1 sau В z 0. 


2.11. Alegem а; = (ап, ар, aj, ал), 1 = 3, 4, ал. 


0 2 
2 | 
50 (conform problemei 2.8.) 
43) 434 
ад алд 


Putem alege, de exemplu, аҙ = (1, 1, 1, 0) бі a4 = (0, 1, 1, 0) 


1 1 

1-І 
аз 4» 
ад Gp 

deoarece : 

1 1 

1 -1 

1 1 

0 1 


кі — N о 


1 -1 2 
Ц--2-3--6ж0. 
0 1 1 


2.12. Fie ісі,....са)с МУ o bază pe care о completám cu 
vectorii a;,....,ap,bi,... b, aj. {с1,...,С, a1,...,a5) С Vi este bază, iar 
C1... -Cn bi... b4 C V» este bază. 

Se arată acum uşor cá {с1....,С, 21,.....ар, bi... Dq} este bază 
pentru V; + V5, astfel cá relaţia din enunţ se verifică. 


2.13. Conform problemei 2.12. avem: 
dimy(V4^V5) 2 p +q -n > 0, de unde concluzia. 


2.14. (1). Avem cá o matrice din M, este de forma: 


78 


0 0 а, 


$1 se aratá usor cá о combinatie liniará de astfel de matrice este de 
aceeaşi formă. 

(ii). Dacă notăm prin E; matricea ce аге 1 pe poziţia (i,j) şi 0 în 
rest pentru i > |, atunci (Ejjig« este o bază pentru М, si deci 
dimgM;-6. 


(iii). Dacă notăm M; = М;:(К), avem cá: 


ар 0 0 
MOM. = Ms3(R)OM.= 4| 0 а, 0 |а„єК1<ї<3 
0 0 a4 
51 deducem imediat cá matricele: 
100 0.0 0 0.0 0 
Еп-|0 0 0|,E»=|0 1 0|,Ез-|0 0 0 
000 0.0 0 001 


formează o bază pentru МогчМ,, deci dimgs(M5^M|,) = 3. 

Conform problemei 2.12. avem cá : 
dima(M, + M>) = dima(M;) + 4шаа(М)) - dims(Mo^Mi;) -3446-3-9 
iar о bază pentru М; + М, este dată de: (Eu, E22, E33, Е, Еіз, Ёзз, E12, 
Ез, E23} unde Е; este matricea ce are pe pozițiile (i, J) si (j, 1) 1 iar in 
rest 0, iar Е; au fost definite la (1). 


2.15. Dacă a,,05,05€ K şi @(хү+хә)  oo(xo*xs) + as(xstxi) = 0, 
atunci: (01 + 03)Х) + (0 + 02)x2+ (%2 + оз)хз = 0, de unde о + 05704 + 
+o = 02% 05 = 0, adică о + a2 + о; = 0 şi apoi о = w= о; = 0. 


2.16. (1). Se verificá axiomele spatiului vectorial prin calcul 
direct. 
(1). Не о,...,0.єҜ a.i. (1) met +... + oue ^* = 0, pentru 


orice хе К. 
Făcând pe x = 0 obţinem cá at... + о = 0. 
Derivând în (1) în raport cu x obținem: 
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(2) Мое“ *+... Aue ^" * = 0. 
Făcând pe x = 0 în (2) obţinem Ал@ +... + A407 0. 
Continuând procedeul si făcând de fiecare dată x = 0, obţinem 
sistemul omogen: 


Aa, t.t Aa, =0 
ce are numai soluţia banală о = ...— o, = 0. 

(iii). a). Dacă о, фе К şi asin x + Bcos x = 0 pentru orice хє, 
atunci pentru x = 0 obţinem В = 0 iar pentru x = 7/2 obţinem a = 0. 

b). Dacă ао,В,уеК şi (*) a + Bsin x + ycos x = 0 pentru orice 
хеК, atunci derivând relaţia (ж) obținem ficos x - ysin x = 0, de unde 
B = у = 0 (conform cu a).), iar apoi o = 0. 

с). Vom demonstra prin inducție matematică după n că dacă 
09,04,...,0, € IR. a.i. (ж) ao + acos x + ...* Oncos nx = 0 pentru orice 
хє, atunci 00 = о = ...= о, = 0. 

Pentru n = 0,1- totul este evident. 

Derivând de două ori (ж) obținem ; 

(жж) acos x + 220:с08 2x + ...+ п? a, cos nx = 0 pentru orice 
xeR. 

Din (ж) şi (жж) deducem că: 

n^ag + (п201- a)cos x + ...* (n'a, -(n-1)^a,;)cos(n-1)x = 0 
pentru orice хе <> п до (1-1) acos x + ...+( 2n-1) 0,лс08 (п-1)х =0. 

Conform ipotezei de inducție deducem cá oo = Q; = ...= 0 = 0 
( cáci 2n — 1 z 0); inlocuind in (ж) 51 fácánd pe x = 0 obtinem cá si 
n = 0. 

d), е), f), g) se probează analog. 


2.17. Din relaţia dimg(V ;* V;)-dimyV ı+dimk V2- dimy(V10V;) 
(conform problemei 2.12.) şi dimy(V ;* V5) < dimyV = n, ţinând cont cá 
dimyV,; = dimyV; = n-1, deducem cá аітк(У У) 2 n-2. 
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Баса ашақ(УүтУ;) = 1-1, folosind incluziunile УУСУ), 
V ir Voc Vo si egalitátile dimkVi = dimkV, = n-l ar rezulta cá V; = У, = 
=Ү У, ceea ce аг contrazice ipoteza V; ж V. De asemenea, dacă 
атк (УУ) = n, având în atenţie incluziunile Vir^ V; c Vi c V şi 
Vir»; c У, C У ar rezulta cá V; = У, =V ceea ce este fals deoarece 
Vi z V5. 

Deci, dimy(V;^V?) = n-2 si astfel 

dimk(V Уг) = йшиакУ| + ашпақ V»; u атк (УУ) =n, 

adică V, + V> = V. 


2.18. Din problema 2.12. avem : 
dimy(V i+V,)=dim,V i+dimkV.-dimk(V (r> Vo), 
de unde dimK(VinV;o) =p+q-p-r 7q- r. 
Vectorii c,,4,...,c, aparțin lui МУ. Demonstrám cá ei sunt 


q q r 
liniar independenti. Din >; c;= 0 rezultă > (b;- У В; bj) = 0 si din 


i-r4l i=r+l j=1 
liniar independența vectorilor din В; rezultă cá Amı =... = A4 = 0, deci 
Сын»... Са) este o bază a Іш УУ». 


2.19. Subspatiul V +V, este generat de sistemul {a;, аз, аз, bi, 


1001 

1 0 Т 3 
b2, b3}. Deoarece ЖЕЛКЕН + 0 rezultă cá (ац, a», аҙ, bi) este o bază 

0.0 1 0 


pentru У,+У›. 

Avem: Б = a, + a + а; — bi si bs = 2a, + 2a; — bi, deci vectorii 
сі-а, +a +a = (1, 2, 2, 1) şi c; = 2a + 2а; = (2, 2, 2, 2) constituie o 
bază a subspatiului V jV». 


2.20. Fie S = V, + V5. În mod evident {ai ...,ак, bi... bi) 
formează un sistem de generatori pentru S. Cum vectorii ar, ...,ay sunt 
liniar independenţi vom adjunctiona la aceştia acei vectorii bi;,...,b, 
(t € I) ал. Indkíai, ....ak, 61,...,Бу.к} şi astfel (ai, ...,ак, bi... b va fi o 
bază pentru S (renumerotând eventual vectorii b,,...,bs dacă este 
cazul). Deci dimy(V ,* V5) = = К+ < п. 
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Fie D = ҮҮ» şi să considerăm ecuaţia : 

(1) xia +... + xk ay = yibi +... + уф; care este echivalentă cu n 
sisteme omogene in k+l necunoscute: х1,...,ХыУ1».. ӘУ 51 de rang s = К+. 

Deoarece primele s coloane ale matricei sistemului (1) sunt 
liniar independente ( deci cel putin un minor de ordin s format cu 
elemente ale acestor coloane este diferit de zero) putem considera cá 
ultimele k + / — s = d necunoscute у, ді, ..., y; sunt secundare. Putem 
gási pentru (1) urmátoarele multimi de solutii fundamentale: 

(2) XipXp,.. Xil; Yil Yi. --» Уи (1 = 1,2,. š 24) а1. : 

Уул Уи 


Уаз-кызе“Уа 
Atunci о bază pentru D = УУ, este formată din vectorii 


І 
с= 3 yj; bj, cu 15154. Conform celor de mai înainte avem: 
7-1 

(1). În acest caz baza pentru V i+V, este formată din a;,25,b;, iar 
pentru V, NV» este formată dintr-un singur vector c = 2a ta» = +, = 
=(3, 5, 1). 

(ii). În acest caz baza pentru V +V, este formată de exemplu din 
а, а, bi b, iar pentru Уусу», este formată de exemplu din 
= -2а, + a + а; şi 0, = 5a,- ap - 2a. 

(11). Baza pentru V;* V; constă, de exemplu, din vectorii ац, а», 
аз, bi, таг pentru УУ, din vectorii ci= ait аз + аз = bi + b; = (1,2,2,1) 
51 C2 2а! 2а; = bi | b; = (2,2,2,2). 


2.21. (1). Se verifică uşor cá шав а, аз, аз) şi inda (0), b2, bs; si 


cum dimgR’ = 3, atunci B, si B; sunt baze in R^. 

(1). Punem b; = aja; + apa» + аңаҙ, i = 1,2,3, şi scriind pe 
componente, obținem trei sisteme liniare fiecare cu trei ecuații 51 trei 
necunoscute. De exemplu, pentru i = 1 avem: 


Au —0,-1 


дау +0 =2 de unde о = -1, а = 4, а; = -2. 
-Q tG,ta,-3 


Analog 56 obtin: 021- -І, 022- 1, 03 = -2 51 031 = -3/2, 032 = 2, 
üz = -7/2 . 
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Astfel, matricea de trecere de la В, la В, este: 


-] -1 -3/2 
А-| 4 1 2 
-2 -2 -7/2 


Analog se obtine si matricea de trecere de la B; la B, (care este 
de fapt A”). 

(ш). Scriem x = оа; + оа + оза» 51 rezultă cá a4 = -1/2, o, -2, 
оз = -3/2. Deci coordonatele lui x în baza B, vor fi x p = (-1/2, 2, -3/2) 


iar ale lui x în baza B» vor fi x в = А? Xg, = (1/3, -4/3, 1). 


2.22. Avem tabelul: 


Cum с; şi сз nu mai pot intra în baza {c1,€2,€3,C4} deducem că 
rang(A) = 2. 
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2.23. Avem tabelul: 


Bla о сз C4 
e | 1 -1 2 
e 14 -Il 3 0 
еҙ 5 1 a-l 2 
ед 3 о 4 -2 
€ | 1 2 -1 2 
elo 9 02 -8 
өз|0 -9 a4 -8 
е |0 a-6 7 -8 
“|1 0 5/9 2/9 
с) | 0 1 -7/9 8/9 
ез | 0 0 а-3 0 
е4 0 0 Та i 21 = 


Dacă а = 3 atunci a – 3 = 0, însă 2922 = 14 astfel cá с; intră іп 


bază în locul Іш e4 şi rang(A) = 3. Dacă а z 3 se continuă pivotarea: 


“11 0 5/9 2/9 

cç |0 1 -7/9 8/9 
ө|0 0 063 0 

е, | 0 0 14321 -8а-24 
“11 0 0 2/9 
cç |0 1 0 8/9 
с |0 0 1 0 

e | 0 0 0 -8а-24 


Dacă а = -3, atunci 54% = 0 si deci rang(A) = 3. 


—8a-24 
9 


Dacă a + -3, atunci 


+ 0 si deci rang(A) = 4 ( si c4 ший іп 
bază in locul lui ед). 
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2.24. Avem tabelul: 


1 

ele 1 0| 3 
еҙ 3 1 1 -1 
а | T cub. 1 1 
e |a [| 3 
еҙ 0 4 4 -4 
a | 1 0 13| 48 
a| 1 m 1/3 
e|0 0 -16/3 
aj| 1 0 0 0 
a;|0 1| 0 3 
аз 0 0 1 -4 


Deci (ац, аз, аҙ) formează о bază іп R? iar coordonatele lui x în 
raport cu aceastá bazá sunt (0,3,-4). 


2.25. Avem tabelul: 


Е 2 ilı 0 0 
&eluou- d. 43 o8 
e 07 we dub 0002 
alr үзү. 20 4 
ЕСРИ Е a c8 
elo z 01131. 20021 
alt Йй. use ES 7428 di 
FE, D (2 des 
e | 0 o 12-202 1 
ali 0 03412 1 335 
alo 1 0112 0 1⁄2 
alo “0. aaz T 2 
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Deci, matricea А este inversabilá si inversa ei este matricea 


2479-24 52222 
A'-|1/2 0 1/2 
=]/2 1 25102 


2.26. (1). Faptul са V,, este un C - spatiu vectorial se aratà usor. 
Multimea ХА ..X') este о bază а acestui spaţiu căci fiecare 
polinom fe V, se exprimă în mod unic sub forma 

f=ao t aX +...+а,Х", cu aje C, deci dimcV, = n +1. 

(ii). Arátám mai întâi cá B este o mulțime liniar independentă. 
Fie Ape C ad. : 

(1) Ao + А(Х-а) +... + А(Х-а)" = 0. 

Egalitatea (1) se mai scrie: 

м = - (Х-а)[ А +... +A (X-2)"]. 

Dacă Хо ar fi nenul, trecând la grade ar rezulta cá grad Xo > 1, 
contradicție cu faptul cá Хо este un polinom constant. Deci 20-0. 
Egalitatea (1) devine Э(Х-а) + ... + А(Х-а)" = 0 şi împărțind prin 


polinomul nenul X-a (cáci C[X] este domeniu de integritate) obtinem : 
(2) M+... 5ЭдХ-ау” = 0. 


Procedánd ca mai sus obţinem cá à; = 0 şi continuând 
raţionamentul obţinem cá ào = № „= м = 0, deci B este liniar 
independentă. 


Arătăm acum cá B este un sistem de generatori al spaţiului V,. 
Fie feV, un polinom oarecare. Polinomul g(X) = {Х+а) va avea gradul 


cel mult n, deci putem scrie g(X) = ао + a X + ...+ a,X^ cu а; eC, 
i = 1,2,...,n. Deci f(X+a) = ap + a,X + ...* a,X" şi facând schimbarea 
X X-a obţinem: 


(3) Ғ-арға(Х-а)-...ға,(Х-а)", 
Deci В este o bază pentru V,. 
(ш). Ете feV, care se exprimá in raport cu Бага B prin relatia 
(3). Atunci ao = Қа). Derivând formal in (3) obţinem: 
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(4) f'-a, + 2а(Х —-a) * ...* na,(X-a)"! 
de unde obţinem a, = f'(a). Derivând formal іп (4) găsim cá a; = 


f" (a) 
21 


БЭ" : Ын: (8) 
Continuánd rationamentul gásim ак = IX pentru k = 0, 1, ..., n. 
Deci polinomul f se scrie in raport cu baza B astfel: 

, ” (п) 
= Қа) + FO (Х-а)+ “© (Ха)? +... +O (X — a)". 


2.27. Sá presupunem mai intái cá M este un C - spatiu vectorial. 
Cum elementul nul din acest spaţiu va fi chiar funcţia nulă 04: CC, 
0м(2) -0, oricare ar fi ze C, luând f = 0, vom avea 

о1:0м(1) + @›-0м(2) +... + a-0u(t) = В, айса p = 0. 

Reciproc, presupunem cá В = 0 şi să demonstrăm cá M este un 
C-spatiu vectorial. Se constată repede cá adunarea funcţiilor si 
înmulțirea unei funcții cu un scalar sunt respectiv operaţie internă şi 
externă pe M. 

De exemplu, pentru adunare, dacă f, geM atunci: 


01 (1) + aof(2) + ...+ adf(t) = 0 
oíg(1) + oog(2) + ...+ ag(t)=0 
ceea ce duce prin adunare la a(f+g)(1)+a(f+g)(2)+...+a(f + g)(t) = 0, 


adică f+ geM. 
Faptul că (M, +) este grup abelian se arată uşor. De asemenea 
celelalte axiome de spațiu vectorial sunt imediate, deci М este un spațiu 


vectorial peste corpul C. 


2.28. (i). Dacă £geV,atunci grad(f + g) < max(grad(f), grad(g)) 


deci f + geV,. Dacă he, si feV,, avem grad(Af) < grad(f), deci 
AfeV,. Astfel, adunarea polinoamelor este o operaţie internă pe V, iar 


inmultirea cu scalari din Z, este o operatie externá. 
Se verificá imediat toate axiomele structurii de spatiu vectorial , 


deci V, este un 2,- spatiu vectorial. 

Dacă f ', g'eV' atunci f - g' = (f — g)'e V', iar pentru д 2, si 
f'eV' avem АР = (Af)'eV'. Rezultă cá V' este un subspatiu vectorial al 
lui V,. 

(ii). Evident |V,| = р, deci dimensiunea lui V, este n1. 
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Pentru У observăm са derivata oricărui polinom 
f =à +â X+...+â, X" eV, este un polinom f ' = 6+0 X+...+ 


^ -1 Ж 5 18 : 3 
tb, | X"! eV, în care lipsesc termenii ce contin ре X°”, aeN ( pentru 
cá un astfel de termen ar proveni din derivarea unuia ce contine pe X°”, 


deci ar incepe cu 20 - 0). 

Reciproc, orice polinom de tipul g= b, + b, X^... b, , X" eV, 
în care lipsesc termenii cu X", aeN, este derivata unui polinom din 
Va. Într-adevăr, dacă ie 10, 1, ..., n-1], 12 ap-1, avem $us 0 51 atunci 


un termen 5, X! provine din derivarea termenului 5, (¿+ 1) X! 
Ín concluzie, am demonstrat egalitatea de multimi: 
V' — {g | g =b, + b, X+. . AD, | X" €Z,, b ss = [ЖЕ == 0 ). 


Dar numerele de forma ap-1, cu ae N, care nu îl depăşesc pe n-1 
sunt in număr de [n/p] ( căci avem ap-] € п-1 = a < пр © 
1 «as [n/p]). 

Pentru ceilalți indici ie (0,1,...,n-1), cu i 7 ap-1, elementele 5, 


parcurg independent Z,, deci fiecare asemenea b, poate lua p valori. 


n-[n/p 


Rezultă cá |V'| = p"? deci dimensiunea spaţiului vectorial V” este 


n-[n/p]. 


2.29. (i). Se verifică uşor axiomele spaţiului vectorial . 

(1). Sistemul considerat аге determinantul Vandermonde si 
acesta este nenul deoarece г; # г; pentru i +j. Aşadar sistemul se rezolvă 
prin regula lui Cramer şi are soluţie unică (A1,A»,..., Ax). 

Egalitatea: 

(1) х„= Аг) + Азу +...+Акгу 
se probează prin inducţie după n. Pentru пє {0, 1, ..., k-1) această 
egalitate deja funcţionează. 

Fie acum n > k. Presupunem (1) adevărată pentru 0, 1, 2, ..., n-1 
şi o vom demonstra şi pentru n. Folosind relaţia de recurenţă, avem: 


di 
Xa ap (ас Хү + ak-2Xn-2 T ~. --+a1Xn-k+1 + a0Xn-k)- 
Folosind ipoteza de inducţie, putem continua astfel: 


88 


22 1 n-l n-l n-l n-2 
Ха - la (Ari + Ату +...+Акг, ) + a (Ag, + 


Ag T? + ЖА) +. ааш! An +. АЫ) 


+а(Аүг + Аг k + +A tD] = e [А(аклг + apar +... 


n—k+1 п-К п-1 n-2 п-К+1 п-К 
Жа Жа) “Ахан +акогт» +... tar) Жа, )- 
+A п-1 4 п-2 4 + n-k+l у п-К 
„e Akllak т) +аког +... tark aor; `). 


Ținând seama cá гі,г;,...,Гұ verifică ecuația caracteristică, putem 
considera mai departe: 


X = 2 | Аг Сам ) + Aor? (ад 2) At ад 7 


-Ат) «Ал; +...+Акгу, 
сеса се aratá cá relatia este adeváratá pentru orice n. 
(iii). Egalitatea de la (11) arată că orice sir (х,)һ>065 se scrie in 
mod unic ( căci Aj, A», ..., A, sunt unic determinati în funcție de şirul 
(ха)льо) drept combinaţie liniară de şirurile (гү Әльо, (75 Әль0»...» (T; )nz0 cu 


coeficienţii A, A», ..., Ay. Aceasta înseamnă că mulțimea B a acestor 
şiruri este o bază a spaţiului vectorial S. În concluzie, dimensiunea 
acestui spaţiu vectorial este k, deci este egală cu gradul ecuației 
caracteristice. 


2.30. Dacă А este de forma A = XY – YX, atunci un calcul 
direct ne arată cá tr(A) = 0. 


Reciproc, fie АЄМ,(С), А z al, (a = 0) cu tr(A) = 0. Utilizând 
inducția matematică după n, se arată mai întâi că există o matrice 


nesingulară SeM,„(C) a.i. STAS аге toate elementele de pe diagonala 
principală egale cu zero, adică: 


0 а) a, 

a 0 .. a 
-1 21 2 
SAS = ^ 
аш 4,2 0 


Într-adevăr, din faptul cá A z al, pentru a z 0, deducem cá 


există un vector ueC" ай. Au si и să fie liniar independenți. 
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Consideránd о bazá а lui С" din care fac parte vectorii Au si u, deducem 
Cá A este asemenea cu o matrice de forma : 


O Yiz ae Yun 

l Ya + Уз 0 P 
А'= |0 Ур .. уз, t 3i 

0 / n2 255 758 


Evident, tr(A") = «(Г) = 0. Dacă prin inducție matematică 
presupunem că Г = S"T 'S cu Г ' având toate elementele de ре 
diagonala principală egale cu 0, atunci toate elementele de pe diagonala 
principală a matricii: 


21 
1 0 1 Р 
А” = А! 0 = E 2 
0-5 0 S 5-0 S PS 


sunt egale cu 0; evident, A este asemenea cu A', care este asemenea cu 
A”. 


0 ау din 
: ээг...” 
Putem deci ргевирипе cá A - 
аш 4,2 0 
ар 0 ..0 
0 а, .. 0 . 
Alegem X = „CU ол, ..., о, ЕС, arbitrare, 
0 0 а, 
Xu ce Jin 


distincte douá cáte douá, si Y de forma Y = 
Ул > Ут 
Egalitatea А = XY - YX are loc pentru у; = таг „dacă 151. 
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83. Aplicaţii liniare. 


3.1. Evident. 
3.2. (1)2 (i1). Alegem B = {е} bază in V. Avem f(ej) €V, deci 
(е) = ое. Fie x€ V oarecare. 


Atunci x = Ве, deci f(x) = Ќе) = Bf(ei) = Bae, = ax, pentru 


orice xEV. 


(1)->(4). Presupunem prin reducere la absurd cá іту > 1, deci 
putem considera baza В = {e}, e», ei, ...} a lui V cu cel puţin două 
elemente diferite. 

Luăm f: V > V aî. f(e1) = e 

f(e2) = 2е; 


şi conform ipotezei trebuie să găsim оеК a.î. f(x) = ax, cu a 0 (căci 
fz 0). 
În particular, e; = ое, 2e; = ae», ... Deci a = 1 si atunci 2e; = e; 


= e» = 0, absurd. 


3.3. (1) (11). Fie SS V а. ind«S şi să demonstrăm cá indyf(S). 
Dacă x;,..., Xa ES şi a4,..., C CK ал. 0: Ху) +... + w f(x.) = 0 > 


(ох +... + ох) = 0 = ҚО) >ох+...+0,х, = 0 > =... = n = 0. 


(i1) 2 (aii). Не xeKer(f) (deci f(x) = 0). Dacă x Z0, cum шах! 
ar trebui ca şi шд (f(x) = 0) — absurd, deci x = 0, adică Ker(f) = {0}. 


()-» (i). Evident. 


9] 


Am demonstrat astfel cá (1) <> (ii) <> (ш). 
(1) (iv). Sá presupunem cá f verifică (iv) şi totuşi f nu este ca 


funcţie o injecție. Atunci Ker(f) 7 {0} şi considerând diagrama 


£ у 
Ker( f) V —L—V' , cu g = incluziunea si h = morfismul nul 
> 


(adică h(x) = 0 pentru orice x€ Ker(f)) avem in mod evident fo g=foh=0 
şi totuşi g Z h -absurd. 


3.4. (1) & (ii) ca si (1) 2 (iii) sunt evidente. 
(11)->(1). Sá presupunem cá f verifică (iii) şi totuşi f nu este 
surjectivă (adică Im(f) Z V ^). 
= > , 
Considerăm diagrama V— yy' pe ЙГ ,unde g 
— m( f) 


este morfismul nul iar h surjectia canonică. Cum Im(f) Z V’ avem g Zh 


51 cum in mod evident gof = hof = 0, obtinem o contradictie, de unde 
deducem cá f este in mod obligatoriu surjectie. 


3.5. Faptul cá D si I sunt aplicatii liniare este imediat. 


Reamintim că baza canonică a lui R,[X] este (1, X, ..., X^). Cum 
D(1) = 0, D(X) = 1, ..., Р(Х") = nX"' deducem cá matricea ataşată lui D 


0 1.0 . 0 
Қ . 0 0 2 . 0 
in raport cu bazele canonice este: €M, (R). 
0.00 .. n 
Deoarece I(1) = X, (X) = iX. К) -- X"'! deducem 
n+ 


că matricea ataşată lui I în raport cu bazele canonice este: 
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00. 0 
1 0. 0 
1 
0 2 ` 0 EMm (R). 
0 0 : 
nal 


3.6. (1). Fie x€ M ai. f(x) = 0. Din yog = vop deducem cá 
yY(g(x)) = v(B(x)) = v(0) = 0 si cum y este monomorfism deducem cá 


g(x) = 0 <> xeKer(g) = Im(f), deci x = f(x’) cux'€M'. 


Din Bof = uoa deducem cá p(f(x')) = u(o(x )), adică 0 = B(x) = 
= u(a(x')) > a(x )eKer(u) = (0) > а(х) = 0 > x € Ker(o) = (0) > 
x’ = 0, astfel cá x = f(x”) = f(0) = 0. Deci Кег(В) = 40), adică p este 
monomorfism (conform problemei 3.3.) 


(1). Fie y€ N. Atunci у(у)Є М” şi cum y $1 g sunt epimorfisme 
у(у) = y(x”) şi x” = р(х) cux "EM" şi ZEM. Astfel v(y) = y(g(2)) = 
= (үор)(2) = (уоВ)(2) = v(B(2)), de unde deducem cá y-p(z) eKer(v) = 
=Im(u), adică у-В(2) = u(t) cu t€ N'. Cum a este epimorfism putem scrie 
t=a(x")cux €M. 

Din pof = uoa deducem cá B(f(x^)) = u(o(x )) = u(t) = у-В(2) 
deci y = B(f(x ))*B(z) = B(f(x +z), adică p este epimorfism. 

(ш). Fie y EN. Cum В este epimorfism putem scrie 
Шу) = B) cu хЄ M. Din yog = vof deducem cá y(g(x)) = v(B(x)) = 
= v(u(y )) = (vou)(y ) = 0 (căci Ker(v) = Im(u)). Cum y este 


monomorfism deducem cá g(x) = 0, adică xC Ker(g) = Im(f) > x = х”) 


спх ЕМ”. Cum fof =uoq > f(x) = p(f(x^)) = u(a(x^)). Deducem cá 
u(y’) = u(a(x")) si cum u este monomorfism rezultă cá у’ = a(x’), adică 
а este epimorfism. 


3.7. (1). Prin calcul. 
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(ii). Reamintim cá baza canonicá a lui R? este B = (ei, ез, ез), 
unde e; = (1, 0, 0), e; = (0, 1, 0) şi e3 = (0, 0, 1). Cum (е) = (1, 1, -1), 
f(e2) = (0, 3, 1) si f(e3) = (-2, 2, 1) deducem cá matricea căutată este 


1 0 -2 
Мв= |1 3 2 
-1 1 1 
1 -1 1 
(iii). Deoarece 2 1 —1| =3 #0, conform problemei 2.8. 
1 2 -1 


deducem că В’ = (bi, л, b3} formează о bază pentru R°. 


Să găsim matricea de trecere de la B la B’. 


Cum bı = l-e; + (-1)-e2+ 1-63, 


b, =2-e, 1-е; (-1)-е;, 


b; = l-e; 2-:e; (-1):e5, 
deducem cá matricea de trecere de la B la B' este 


1 2 |] 
Np=|-l 1 2 
] -1 -1 


Astfel, matricea lui f în raport cu B este Ny -M,- Ny. 
1 3 Эргэн А 7 
3.8. Cum A = -5 + 0 şi toti minorii de ordin 3 ce bordeazá 


1 3 
pe m sunt 0 deducem că rangul lui M este 2 şi dimaKer(f) = 4-2 = 2 


lar pentru a gási o bazá pentru Ker(f) trebuie sá determinám solutiile de 
bazá ale sistemului omogen: 
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x+3y+5z+t=0 
2x+y+3z+t=0 


(ce va avea drept necunoscute principale pe x si y). 


+ 3y = –5 
Pentru z = 1 sit = 0 obţinem sistemul aud cu 
2х-у--3 
4. T 1 . : 

х= ^s ŞI y oS iar pentru z = 0 şi t = 1 obţinem sistemul 
х-3у--1 2. 1 
сих--- 81 У---. 
2х+у= -1 5 2 


Astfel, notând а; = (-4/5, -7/5, 1, 0) şi a» = (-2/5, -1/5, 0, 1) 
deducem cá (аг, a2} este о bază pentru Ker(f). 


Ín ceea ce priveste pe Im(f), avem cá 
dim Im(f) = 4-dim Ker(f) = 4-2 = 2. 
Pentru a gási o bazá a lui Im(f) procedám astfel: completám pe 


(ai, a2} cu bi, b, c R* a.i. (a1, аҙ, bi, b2} este bază pentru R^ 51 atunci 
(1091), f(b;)) va fi bază pentru Im(f). Putem alege de exemplu 
b = (0, 0, 1,0) si b; = (0, 0, 0, 1). 


3.9. Dacă notăm cu A, matricea de trecere de la (ац, a2} la 


-7 -8 


(bi, b2} atunci A, = | 4 | iar matricea lui f în raport cu (bi, b2} 


5 
40 38 
va fi Аҙ-А11-4-4-| 71 34 |- Astfel, matricele Іші ftg si fog în 
2 
44 44 
raport cu (bi, b2} vor fi А,В = | _ 59 225) respectiv 
2 
-53 -52 
BA; x 2 Л ES 78 E 
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3.10. (1). Rang(A) = 2 > rg(f) = 2. 
(ii). Avem dim Im(f) = rg(f) = 2. O bază pentru Im (f) este, de 
exemplu, B, = {а;, аз}, ai = (5, -1, -8, 3), a2 = (2, 2, 3, -1). 


Atunci dim Ker(f) = dim IR? - dim Im(f) = 3-2 = 1. Pentru а 
determina o bazá rezolvám sistemul: 
5a, + 2а, —a, = 0 
а-а 


зоа) € sa, = 2а ,аеК 
2 = , : 


—8a, – За, + 2a, = 0 


аз = а 


O bază pentru Ker(f) este B; = {а} cua = (1, -2, 1). 


х= 4 
(11). V = (х, xo, хз)Є | x1 + x2 + xs = 01, deci 4x, = 8 
х= -а- В 


şi o bază pentru V este (bi, b2} cu b; = (1, 0, -1), b2 = (0, 1, -1). Cum 
f(bi) = (6, 2, -10, 8) şi f(b;) = (3, 1, -5, 4) deducem cá 

(М) = «10, f(b;)] are dimensiunea 1 iar o bază pentru f(V) este 
formată de exemplu din f(b;). 


3.11. (i). Avem 


f(e;)f(e;) = (1, 1, -1, -1) Ке) = (0, 0, 0, 0) 
f(ei)-Ke») = (-1, -1, 1, 1) е) = (1; 1, -1, «D 
Қез)+ ел) = (-1, 1, -1,1) e Кез) = (0, 0, 0, 0) 
Қез)-Қел) = (1, -1, 1, -1) Кел) = C1, 1, -1, 1) 
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1 
1 
-1 
-1 


deci А = 


оо с c 
ә с с c 


(11). Ecuatia lui f in baza canonicá este: 


у x, Уул X° Xa 
Уг х Y2 = X° T X4 
=A e . 
Уз X3 Уҙ--Х2-Х4 
У4 X4 У4--Х2 X, 


Pentru determinarea nucleului in ecuatiile date considerám 
yi = уз = уз = уд = 0 şi obţinem sistemul omogen: 
X, — Xa = 0 
X, +X, = Ü 
: $ => X27 X45 0. 
=x, +X, = Ü 
Avem rang(A) = 2, deci dim Ker(f) = 4-2 = 2 si deci vectorii din 
bază sunt a; = (1, 0, 0, 0) şi a2 = (0, 0, 1, 0). 


Pentru determinarea imaginii зе alege о bazá continánd 
imaginile vectorilor din bazá. 


Avem Im(f) = < е), Ке»), Кез), f(e4)) ^. Coeficientii nu sunt 
proportionali, deci f(e2) si Кел) sunt liniar independenți. 


Avem dim Im(f) = 2 şi o bază a sa este (f(e;), f(e4)]. 


3.12. (1). Dacă x = xy + X2, y = yi + yo X yi€ V, Хо, € V5, 0, 
BEK avem: 


pi(ax+By) = pi((oxi + Byi)*(axo + By»)) = ax; + By; = api(x) + Bp. (y), 
i = 1, 2, deci р:ЄЕпа(У). 


(1). Demonstrám cá Im(p.) = V; prin dublă incluziune. 
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,€". Fie y& Im(pi); există ХЄУ алу-р(х)-хеу), deci 
Im(pi) € Vi. 


,2". Fie хЄУ, deci x = pi(x)€Im(p;), adică V, € Im(pi). 
Deci Іп(рі)- V;. 


Demonstrám Ker(p;) = V, prin dublă incluziune. 


„©”. Fie xC Ker(pi), deci р(х) = 0. Dacă x = xi + x», cu 
xi€ Vi, x€ V; avem x = р(х) = 0, deci x = x;€ V5 si Кер) € V». 


„ 2”. Dacă x;€ V; avem pi(x;) = 0, adică x;C Ker(pi). 
(iii). Fie x€ V, x ^ xi + X2, cu xi € Vi şi XE V». 

(р:°р»)(х) = pi(p2(x)) = pi(x2) = 0, deci рор = 0. 
Analog рор; = 0. 


(iv). Fie x€V. Avem p; (х) = pi(piQ)) = р(х) = xi = р(х), 
deci p? = ру. 


(V). (р:+р›)(х) = piGOtpo(x) = xi*x = x = 1y(x), x€ V, deci 
pit р = lv. 


3.13. Faptul cá Ғе End(C) este imediat. Cum 1) = a+bi si 


; | : ҮЭ а -b 
Қ) = -b*ai deducem cá matricea căutată este Ё | : 
а 


3.14. Dacă o, BEK si g, һеУ” (adică fog = foh = 0), atunci cum 


fe(agtBh) = a(fog) + B(foh) = 0, deducem cá ag + Bhce V, adică V 
este subspatiu vectorial al lui End(V). 


3.15. Trebuie sá demonstrám cá 
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R^- V, + V; iar V; N У; = (0). 


Dacă x€ V, N У, atunci x-a,;aít*05a5?7p;ej* foe; = (Bi, B2, 0, 0) 


de unde o, = o> = 0 şi implicit p; = B2 = 0, 


айса х = 0. 


Pentru a demonstra cá R'=V,+V, va trebui să demonstrăm cá 
pentru orice y = ( yi, Ул, Y3, Y4 JER, există 01, 02, Bi, 2ER ал. 
2+ В, = у 
аҙ + 8, = у, 
20) +æ = уз. 


оа + ooa + Biei + Ве = y <> 


20, — 0, = y4 


КЕП) 3 1 1 3 . 
Gásim imediat a, = 4 (ysty4) %2 = 2 (уз-уд) iar Bı = you şi 


B2 = y» — 92. 


3.16. ,, 2". Cum Im(fof)<Im(f) mai trebuie să demonstrăm cá 
Im(f)&Im(fof) iar pentru aceasta fie y = f(x) CIm(f) cu x€ V. 

Însă x = x, + x; cu xj €Ker(f) si x€ Im(f), astfel cá 
y = f(x, + x2) = f(x;)eIm(fof). 


» €". Să presupunem cá Im(f) = Im(fof) şi să demonstrăm cá 


V = Ker(f) + Im(f). Dacă x€ V atunci f(x) = f(f(z)) <> t = x-f(z) &Ker(f), 
de unde concluzia cá x = t + f(z), adicá V = Ker(f) + Im(f). 
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317.().НеВ-(а),..., an, аз, ..., ал} O bază pentru V iar 


feEnd(V) a.i. Қа) = ani, pentru i= 1, ..., n, а;) = 0, pentru j = п+1, ..., 
2n. 


2n 2n 
Atunci, oricare ar fi х= Хай ЕУ avem f(x)- > x, f(a,) = 
ізі ісі 


n 
= xau €«Ía,,4, ..., а} 7, adică Іш) € “Чад, ..., ax. r>. 
ігі 


Dacă y€«(a,4, ..., а.) > există Dii, ..., Do, € K, ал. 
y = ONSE, ... Ваһ = ЕСЕТ) Чыл р»: ал) = 


= В.а, + ...+ аһ) € Im(f), adică « (a.i, ..., а> € Im(f). 
Deci «fa, ..., ал} > = Im(f ) si, deci, 
dim Im(f) = dim «(a,4,, ..., а.) > = n. 
Cum dim Ker(f) = dim V — dim Im(f) = 2n-n = n şi amı, . 


аз, € Ker(f), liniar independenţi, rezultă cá fasa, ..., аж) este o bază 
pentru Ker(f). 


Astfel, Ker(f) = «fa, ..., а.) 2>. 
Deci Im(f) = Ker(f) = « (a4, ..., а.) >. 


(ii). Nu, deoarece dim V = dim Im(f) + dim Ker(f) iar даса 
Im(f) = Ker(f) ar rezulta dim V = 2dim Im(f), absurd. 


... 


3.18. Ете B = (a, ..., an} о bază pentru V. Alegem Ғе End(V) 
ал. Қа) = aj pentru i = 1, ..., n-2, f(an-1) = an, Ќа,) = 0. 

Evident a,€Ker(f) N Im(f), deci Ker(f) гэ Im(f) Z {0}, adică 
V z Ker(f) Ө Im(f). 


3.19. Fie B = (a,, ..., an} bază în V. Alegem f, gc End(V) ал. 
Қа;) = a, pentru i = 1, ..., n-1 şi Қа,) = O iar g(a;) = aa; pentru 


1= 1, ..., n-1l; cu aEK\{0, 1) si g(a;) = 0. 
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Evident, Im(f) = Im(g) = <{a;, ..., an-1}> iar Ker(f) = Кег(р) = 
= <{а„)>. 


3.20. Pentru orice ycIm(frg), există x€ V ал. 


y = (Їр) = fo)*g(x) €Im(f)*Im(g). 
Deci Im(f+g) € Im(f) + Im(g), adică avem: 
dim Im(f+g) < dim (Im(f) + Im(g)) = 


= dim Im(f)+dim Im(g)-dim(Im(f) ^Im(g))zdim Im(f)+dim Im(g). 


3.21. Cum pentru orice x, y€V şi a, PEK, (fre)(ox+By) = 

= Қох+Ву)+е(ах+Ву) = af(x)* Bf(y)rag(x)*Bgty) 

= о(х)+е(х))+В(у)+е(у)) o(f-g)x)*B(frg)y) si 
(fog)(ox-By) = f(g(ox*By)) = f(agG)-*Bg()) = af(gGO)*Bf(g(y)) = 
= a(fog)(x)+B(fo 8)(y), deducem cá Ёо, fog €End(V). 

Restul axiomelor inelului se verificá acum direct prin calcul 


( elementul unitate este 1y: V— V ). 


3.22. Cum pentru orice x, уеУ si a, о, РЕК avem (frg)(ox- py) 
оҚх)+Ву)тар(х)+Ве(у) = e(frg)Go*B(frg)y) si (af(ax*py) = 
= af(ax*py) = a[af(x)*Bf(y)] = aaf(x)*apf(y) = a[af(x)]-B[af(y)], (căci 
corpul K este comutativ) deducem cá f*g, afc Нотк(У, W). 
În mod evident (Нотұ(У, УУ), +) devine grup abelian. 
Verificarea restului de axiome pentru a proba cá Homy(V, W) 
devine in mod canonic K-spatiu vectorial se face prin calcul direct. 


3.23. (i). Deoarece pentru oricare а, ЗЄВ (Х) si ac K 
h'(f)a-B)-fe(a-)-foo--fo B-h(f)(a)*h (0(8) 


h"(f)aa)-fe(aa)-a(fea)-ah (Ға), 
deducem cá h"(f) este aplicaţie liniară. 
Analog pentru hy(f). 
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(i) Fie ТеНопұ(Х, Y) un monomorfism în V(K) şi 
h'(f:h(X)—h'(v). Să alegem ach (X) a.i. h'(f)(a)-0 şi să probám cá 
а-0. Avem cá foa=0, adică Қа(х))-0, oricare ar fi xc N. Cum f este 


monomorfism deducem cá о(х)-0, oricare ar fi хЄМ, adicá а-0, deci 
ҺХ(Ғ) este monomorfism in V(K). 


Fie acum feHomy(X, Y) un epimorfism in V(K) şi să probám 
cá hy(f):hy(Y)—hy(X) este monomorfism in V(K). 


Pentru aceasta Не aEh (Y) a.i. hi(f)(0)=0 aof-0. 


Х-4-»үҮ--»0 


B^ 


N 
Dacá y€Y, cum am presupus cá f este epimorfism in V(K), 


există xcX ал. y=f(x). Atunci a(y)-a(f(x))-(aof)x) şi cum y este 
oarecare deducem cá о-0, adică hy(f) este monomorfism in V(K). 
(11). Deoarece f este monomorfism in V(K), conform cu (in, 


h'(f) este monomorfism in V(K), astfel că şirul (1) este exact in h'(M^. 
Pentru a proba că şirul (1) este exact mai avem de probat exactitatea sa 


in h'(M) şi anume cá Ker(h'(g))-Im(h'(f)) Deoarece gof-0 deducem 
cá h'(g)oh'(f)-0, adică Im(h"(8)<Ker(h"(g)). Pentru cealaltă 
incluziune Не a€Ker(h'(g)) adică h'(g)(a)-0€»goa-0. Trebuie să 
construim реһ“(М?) a.i. a-h'(f)(B) e&a-fo. 

Fie x€N; atunci р(о(х))=0, de unde a(x)eKer(g)-Im(f), deci 
există un unic x' ЕМ” a.i. a(x)-f(x^) (căci f este monomorfism in V(K)). 


Definim atunci B:N—M' prin Р(х)-х” şi se probează imediat cá В este 
aplicaţia liniară căutată. Avem deci egalitatea Ker(h'(g))-Im(h'(f)), 
adică şirul (1) este exact. 

Analog se probează că şirul (2) este exact. 


3.24. Pentru prima parte, dacă yelm(f+g), există хЄУ a.i. 
y = (Frg)(x) = f(x)*g(x) €Im(f)*Im(g). 
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Astfel, Im(f+g) € Im(f)+Im(g). (1) 
Dacă yeIm(f)-Im(g), există ууЄЇ (0), y;cIm(g) pentru care 
y = у+у;. Dar y;€Im(f), у;ЄШш (р) implică existența vectorilor xi, 


ЕУ, ал. у = Қо), y, = g(x) Atunci y = f(x)tg(x) = 
= (frg)(f(xi)*g(x2)) (ultima egalitate are loc datorită ipotezei cá f+g este 


proiecție, adică echivalent fog = gof = 0). Deci ye Im(f*g). 


Rezultă Im(f)+Im(g) € Im(f+g). (2) 
Din (1) şi (2) se deduce că Im(f+g) = Im(f)+Im(g). 


Fie yeIm(f)Im(g). Atunci, există ti, b€ V ай. y = Қа) si 
y = g(t;)). Aplicând în ambii membri ai egalităţii Қа) = g(t;) pe f şi 


ținând seama că fog = 0 obţinem f(f(t;)) = 0, adică Кї) = 0, deci y= 0. 
În concluzie, Im(f+g) = Im(f) Ө Im(g). 

Pentru partea a doua, oricare ar fi xcKer(frg) avem 
f(x)*g(x) = 0. Aplicând aici f si folosind egalitatea fog = 0, obținem 
f(f(x)) = 0, adică f(x) = 0. Deci xeKer(f). Analog se arată cá xC Ker(g). 
Rezultă Ker(f*g) € Ker(f) A Ker(g). 

Dacă xe€Ker(f) п Ker(g) avem f(x) = р(х) = 0, adică 
0 = f(x)*g(x) = (Ё+р)(х). Deci xeKer(frg). 

În concluzie, Ker(f+g) = Ker(f) N Ker(g). 


3.25. Ете B = (e, ..., €n} bază in V. Pentru x€ V există si sunt 
unice 04,..., „ЄК ai. x = ое + ... бе. 
Se verifică imediat cá fV K^, f(x) = (aj ..., On) este 


izomorfism de spatii vectoriale. 

Observaţie. Analog se demonstrează cá dacă două K-spaţii 
vectoriale au baze echipotente atunci ele sunt izomorfe (vezi (11, pg 
258]). 

3.26. Cum k are caracteristica p > 0, putem presupune că avem 


extensia de corpuri Z, c k ( de fapt subcorpul prim al lui k este izomorf 


cu Z,). Atunci k devine іп mod canonic Z, — spaţiu vectorial (conform 
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problemei 2.4.) si deci |k| = р", unde prin n am notat n este dimensiunea 


lui k peste 2, (conform problemei 3.25.). 


3.27. Considerând pe R si С ca spatii vectoriale peste Q, atunci 
(R,+ si (C,+) sunt grupurile aditive ale acestor spatii vectoriale. Dacă B 
este o bază a lui R peste О, atunci | B | = c iar С = RxR va avea о bază 
de cardinal с-с = c, deci R şi C au baze echipotente, rezultând cá К si C 
sunt Q-spatii vectoriale izomorfe (vezi solutia de la problema 3.25.), 
adică (R,+) ~ (C,+). 
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84. Sisteme de ecuatii liniare. Vectori si valori proprii. 


4.1. Consideránd egalitátile: 


aot axı +... tax, = 0 


арға. ay xL = 0 
са un sistem omogen în ао, ај, ... , an cum determinantul sáu este diferit 
de zero (fiind un determinant de tip Vandermonde în xi, X2, ... , Хаа) 
deducem cá acest sistem admite numai solutia banalá, adicá 
арар. à, = 0. 


1 1 
4.2. Obtinem că | Pœ)? dx= | Р(х). Pad = 
0 0 


І ue am 222 
= (а Зах... а„х")Р(х)ах =} а, | х*Р(х)ах =0, 
0 0 


К-0 
de unde P(x) -0 pentru orice хе R, adică ao = a, =...= а, = 0 (conform 
problemei 4.1.). 


1 
Pe de altá parte egalitátile [x Рода =0,0<k<n,devin: 


1 
dy += +—а@›+..+ а,-0 
п+1 
1 
--49 +—q +—a, +... + а, =0 
2 3 n+2 
1 1 1 
ау + a, + a, +...+ а„= 
п+1 п+2 n+3 2п +1 


care pot fi interpretate са un sistem omogen în ао, ai, ... ‚ a, ce admite 
numai solutia banalá, de unde concluzia cá determinantul din enunt este 
nenul. 
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a 1 1 4 
4..БеА-|а-1 8+1 2|şib=|7|. 
1 28 1 4 
Avem cá det(A) = (1-a)p. Astfel: 
i) Dacă а Z 1 si В # 0 sistemul este compatibil determinat 


(Cramerian) si se rezolvá cu formulele lui Cramer. 
ii) Dacă a = 1 si p Z 0 atunci 


1 1 1 4 
А=|2 8+1|2|şib=|7|. 
1 28 1 4 
Consideránd | | | = p-1 avem subcazurile: 
2 8-1 
1 114 
1) В # 1. Atunci rang(A) = 2 şi cum Л,,-2 02-41 7|-20-1 
1 28 4 


I А dms 1 
deducem cá pentru p 7 p sistemul este incompatibil iar pentru B = 2) 


sistemul este compatibil 1-nedeterminat cu soluţia х; = А, x; = 2-A si 
x; = 2 (cu AER). 


l 1 1 
2) B = 1. Atunci A = |2 d 2| si cum i Ñ = 2 deducem cà 
1 211 Pus 
rang(A) = 2. 
2 217 
Cum A. = |1 j 4| — 1 0 deducem cá in acest caz sistemul 


1 1 4 
este incompatibil. 
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a |1 1 
ш) Dacă a Z 1 si p = 0 atunci A = | 2+1 2| 61 cum 


1 0 1 
1 


1 
| = 1 Z 0 deducem cá rang(A) = 2. x, este necunoscută secundară 


lar Хә 51 xs principale. 


1 1|4 
Avem А,,-1 2| 7| = 1 Z 0, deci sistemul este incompatibil. 
0 1 4 
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1 1 
iv) Dacă a = 1 si В=0. Atunci A = | 2 is $i cum , | 
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deducem cá rang(A) = 2. 
1 


114 
Cum A „= 1| 7, =-1 #0 deducem cá în acest caz sistemul 
1 0 4 


este incompatibil. 


4.4. Dacă sistemul are soluții reale strict pozitive, atunci: 
la|*|b] -|хі-х3|%|хҙ-ч|< |xi| t ко [+ | xs | t 1x4] 
Xi + X+ Xs T x47 l. 
Pentru suficientá, observăm că soluția generală a sistemului este 


1-а-5-2а 
x=: — 
2 
1-а-5-2а 
x, =—  .. 
2 
ху-0б-0 
X, = G 
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А aráta cá sistemul are o solutie strict pozitivá, revine la а 
demonstra cá în ipoteza | a | + | b | < 1, sistemul de inecuatii în о: 
1-а-5-2а>0 


1-а-5ь-2а>0 
b+a >0 
a > 0 
are cel putin о solutie, sau echivalent cu faptul cá intervalul (c, d) £ 0, 
unde c = max (0, -b! iar d = min tah Lact, 
2 2 
Într-adevăr, din 0 < 1 -|a|-|b|<1+a-b 2 0< d, iar din 


-2bsz|b|-b«1-Ja|-bx1-*a-b- -b> ая deci с < d, adică 
(с, d) Z Ø. 


4.5. Scriem sistemul sub forma: 


(a- by cz -0 
1 
шс ла 


һх+су+(а-—):2=0 


Prin calcul, deducem imediat са: 


се 5 с 


СЕКЕ ЕЕЕ 


1 
şi cum а, b, ccZ, iar as deducem cá D 7 0, adică sistemul 


considerat admite numai soluţia banală x = y = z = 0. 
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4.6. Fie A = |3 1 -1 2 |. Cum ultima linie este suma 
4 -1 2 1 


1 -2 
primelor două deducem cá rang(A) = 2 (căci E 


БИП 


Sistemul va fi echivalent cu 
xı — 2X, = —3x; + X4 
3x +X, SX, —2X, | 
Facem xs = 1 sl x4 = 0 iar apoi x3 = 0 si x4 = 1 obtinánd 
sistemele crameriene : 
x —-2x,=—3 , |x, —2x, =1 
і 
3x, +x, =1 3x, + x, = —2 
cu solutiile (-1/7, 10/7) si respectiv (-3/7, -5/7). 
Deci solutiile de bazá sunt a, = (-1/7, 10/7, 1, 0) si respectiv 
аз = (-3/7, -5/7, 0, 1), astfel că soluţia generală a sistemului omogen уа 
fi x = oa, + Ba», cu a, PER. 


4.7. Dacă notăm prin A matricea coeficienţilor sistemului şi 
a = abcd atunci din AA' = al, deducem că 
[det(A)] = (a^-b^rc^-d^y, 
de unde concluzia că dacă cel puțin unul din cele patru numere este 
nenul, atunci det(A) 70 şi deci x =y=z=t=0. 


4.8. Іп ambele cazuri o condiție necesară 61 suficientă este ca 
sistemul să fie omogen. 


4.9. O condiție necesară şi suficientă este cá suma coeficienţilor 
combinației liniare date să fie egală cu 1. 


а b, a b c 


4.10. (1). rang а, b, |-rang|a, b, c, 
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d, b a b, с 
Т аҙ 0» 
(ii). rang = rang 


a, b a, b, c 


4.11. Conditii analoage celor din problema precedentá. 


4.12. Dacá notám prin A matricea coeficientilor sistemului 
omogen echivalent cu cel din enunt, dupá ce adunám toate coloanele la 
prima іп det(A) iar apoi scoatem factor comun pe atb+c+d-1 pe prima 
coloaná, pástrám prima linie pe care o scádem din fiecare linie, obtinánd 
in final cá det(A) = (a+b+c+d-1)\(a+1)\(b+1)(c+1)(d+1), astfel că 
sistemul va avea soluții nenule dacă a+b+c+d = 1 sau cel puţin unul din 
numerele а, b, c, d este egal cu -1. 


4.13. Dacă notăm prin А matricea sistemului atunci prin calcul 
se deduce cá det(A) = - [A( be + cf + ад)? de unde concluzia cá 
det(A) = 0, adică À = be+cfrad = 0. 


4.14. Se ştie că 


l a ш. а 
LX xeu 
: "aes IG, -а,) (Vandermonde) 
I<k<I<n 
l a, TES ы 


şi să considerăm sistemul de ecuaţii in necunoscutele xi, Хо, ..., Xa: 
n š 1 
{= 
(1) ар X; 
i-l 


Dacá vom considera ecuatia de gradul n 
n 
0) x"+ xx"! =0 
i=l 


cu coeficienții xi, X», ..., Xn, relațiile (1) ne arată tocmai faptul că ecuația 
(2) are rădăcinile ац, a, ..., an. Scriind relațiile lui Viète obținem: 


= а" ,k-1,2, .., n. 


Y aids d; (1) X, id 1, 2, 5 
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de undex, у = (-)' У аа,..а,, adică х, = ( 1)" У аа,.а 
1= 1, 2, ..., n 
Pe de айа parte, cu ajutorul regulii lui Cramer putem scrie 


п-і+1 2 


D, 
x, = — deci 
D 


1 


ууссан Dec aa.. р, 


an- Ї+1 
pentru orice 1 = 1, 
cm Дей А у= n 2. н j= 1,.., n- > deducem că 


det(A) = Уа,.а, ;,;D-(Y,a445..a4, ;): [IG -а,), Os jn. 
1<Е<1<п 
4.15. Scăzând egalitátile din ipoteză, rezultă uşor egalitátile: 
(a, a)4 + (b —b,)4 =c, - c 
ү —а;)3* + (b —Ь,)А = e, —с, | 
Aceasta inseamná cá sistemul liniar: 
fe -a5)x*(b -)у =c, – с 
(a, —a3)x + (b, —b3)y = c3 – су 


admite solutia (x, у) = (А2, А). 
Determinantii care араг in regula Іш Cramer sunt: 


la b 
081722 b-b) d: 
А- =| а, 535 
а-а b-b, Lom. g 
з б 
l b g 
|6274 5-5, йн 
А, = =|] b, C5 > 
су-с, b =b; up we 
з G 
l a c, 
а-а, с;-с 
A, = Чаны! а, с, 
арз 6;-с ГЭВ” 
з 6 
. 2 А А, 
Conform regulii lui Cramer avem 4 ЭС „AS Г 
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Py А А, : : 2 
De аісі deducem cá Т = ЕЛА adică, A, = А-А, care este 


tocmai egalitatea de demonstrat. 


4.16. (i). Dacă A = (аданы atunci matricea АА” аге pe 


2 


jo unde i = 1, .., n. 


diagonala principalá elemente de forma Уа 
j=l 

Deoarece AA! = O, si aj€ К, rezultă aj = 0, pentru orice 1, j = 1, ..., n, 
deci A = O,. 

(ii). Conform cu (i) este suficient să arătăm că 

(BA-CA)(BA-CA) = Où. 
Dar (BA-CA)(BA-CA) = (ВА-СА(АВ-АС)- 
= BAAB'- CAAB'- BAAC'+ CAAC'=0,. 

(11). Suficienta condiţiei. Dacă AA B = B, atunci X = АВ este 
soluţie a sistemului, deci acesta este compatibil. 

Necesitatea condiţiei. Presupunem că există o soluţie ХЄМ, (К) 
a sistemului. Atunci В = AX = (AA'A)X = AA (AX) = AA B. Să 
arătăm acum cá іп cazul când sistemul este compatibil, mulțimea 
soluţiilor sale este S = (A'B+Y-A'AY | ҮеМ, (Қу). 

Într-adevăr, pentru orice Y ЄМ„1(Й) avem: 

А(А ВҒҮ-А”АҮ)- AA'B-AY-AA'AY = В+АҮ-АҮ = B, 

deci orice matrice din S este solutie a sistemului. 

Reciproc, sá demonstrám cá orice solutie a sistemului apartine 
lui S. 

Fie X, о soluţie, deci AX, = B sau А(Хо-А/В) = О,, ceea ce 
arată cá Хо-А”В este soluţie a sistemului omogen AX = O,. Deci dacă Y 
este o solutie oarecare a sistemului omogen, avem Y = Y-A'AY (cáci 
AY = 0,). Deci X,-A B = Y-A'AY, unde ҮеМ, (RR). 

Rezultă cá Xo = A'B*Y-A'AYCS. 
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4.17. (1). Deoarece A este singulará, sistemul omogen AX = О, 


x, 


х 
admite o solutie nebanalá X — г . Analog sistemul omogen A'Y = О, 


Xn 
Yı 
admite o soluție nebanală Y = 2 
Уп 
x, 
. t х . 
FeB-XY-|; (э y, c9 у,)- (ку); Evident BZO,. 
x 


Pe de altă parte, AB = A(XY5 = (AX)Y' = O, si BA = (XY5A = 
=X(A'Y)'= O 

(11). Presupunem cá А este singulará. Fie B o matrice nenulá cu 
АВ-ВА -0,. 

Vom demonstra prin inducţie cá (А+В)? = А? +BP, pentru orice 


* 


peN. 
Pentru p = 1 se verifică. Раса (А+В)? = А” +B”, atunci 
(А-В)! = (А+В)(А+В) = АР'!+АРВ+ВРА+В?'! = 
= АР'!+АР!(АВ)+В? (ВА)-В”7 = АР'!+АР!.О„+ВЁ!-О„+ЕВ?Р'! 
= AP! ppt 

şi demonstraţia prin inducție este încheiată. 
Presupunem acum că există B nenulá ал. (А-В)? = AP + BP, 


pentru orice ре М”, 

Pentru p = 2 se obține relația (1) АВ-ВА = О). 

Pentru р = 3 avem (2) A? + B? = (А+В) = (А“В)(А“В) = 
= (А?+В?)(А+В) = А?+А?В+В?А +В? > A2B+B2A = O,. Din relaţiile 
(1) şi (2) deducem că В?А = -A?B = A(-AB) = ABA. 

Presupunem prin absurd că A este nesingulară şi atunci din 
ultima relaţie prin înmulţire la dreapta cu A”, obţinem: (3) В? = АВ. 

În continuare vom obţine А?В = A(AB) = = -ABA şi deci АВ? = 
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= -ABAB = -АВ(-ВА) = АВА, de unde prin simplificare Іа stânga cu 
A, deducem: (4) AB? = BA. 

Din relaţia (3) rezultă : (5) AB? = A(AB) = АЗ. Pe de altă 
parte, folosind (3), deducem (6) BA = (AB)A = -А?В. Din relaţiile (4), 
(5) si (6) rezultă А?В = -A?B, adică А?В = O,. Deoarece А este 
presupusă nesingulară, din ultima relaţie obținem В = О,, contradicţie 
cu ipoteza. Deci matricea A este neapărat singulară. 


4.18. Pentru o valoare proprie AEC vom nota prin X, spaţiul 
vectorilor proprii. 
(i). 4 = 1 cu X; = {0(1, -1) |ов С) iar 
d =3cu X; = {0(1, 1) [аЄС). 
(ii). 4, =7 cu X, = {0(1, 1) | acC} iar 
à; --2cu X; = (a(4, -5) | aeC]. 
(iii). М = ai cu X, = {0(1, -i) | e€ C) iar 
à; = -ai cu X, = {0(1, i) | aeCj. 
(iv). м = 1 cu X, = {0(1, 1, 1) | аЄС) iar 
d = e cu X; = (0(3426, 2436, 3436) | 4ЄС) si 
М € cu X; = (a(3422?, 2432, 3-362) | ae C1, 


l X43, 
cu £--—-4——i. 
25-22 
(v). Polinomul caracteristic al Іш A este 
1-4 0 2 -1 
Р,0) = 4е(А-21)) „к ШЕ: (e 
= det(A-AL)) = = (А-1). 
š UP: sedis es 1 
2 -] -1 2-4 
Deci № = M = n = À4 = 1. 
Dacă X = (xi, Хо, хз, x1)€ R este vectorul propriu corespunzător 
valorii proprii 1 atunci sistemul omogen ce il verificá x este: 
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" 2x, —x, = 0 
(А-13) х < 


2х-х,-х + Xa -0 


о с с о 


: dt 0 0 2 еру, 
Matricea acestui sistem omogen este 2 11 51 аге 


-1 
rangul 2, cáci - 13-0. 


Alegánd pe хз si x4 necunoscute principale iar ре xi, Хо 

necunoscute secundare, făcând pe xy = 1, x2 = 0 iar apoi xi = 0, x2 = 1 

: : : 2x, — x, = 0 : 

obținem pentru хз, x4 sistemele Crameriene $1 
— X, +x, =— 


CU хз = -2, X4 = -4 şi respectiv x5 = 1, x4 = 2, astfel cá 
x = 0(1, 0, -2, -4) + В(0, 1, 1, 2) cu a, BER a.i. x = 0. 


4.19. Fie PAQ) = | А-№,1 =(А.-А)... (А.-А) si f = b(X-xi)...(X-x;) 
descompunerile polinomului caracteristic al lui A şi a lui f în С. 
п К 
Astfel, det(f(A)) = У11 II! (A, - Xj) = ҚА)... А). 
іші j=l 
4.20. (i). Dacă ài, ..., Эл sunt valorile proprii ale lui А, din 
det(A-A1,) = 0 deducem imediat cá det(A” - 11) = 0 de unde concluzia 


că valorile proprii ale lui A” sunt de xs 
(ii). Vom demonstra cá valorile proprii ale lui A? sunt A... AZ. 
Într-adevăr, dacă det(A-A1) = (А-А) ... (А.-А), atunci 
det(A + AL) = (A; + À) ... Qu + X) si astfel cá inmultind cele două 
egalitáti si substituind pe 22 cu À obţinem 
det(A? - A) = (А-А)... (42 2) 
de unde concluzia. 
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(iii). Să demonstrăm că valorile proprii ale matricei А“ (ке М?) 
sunt a ds ‚ Într-adevăr, în ecuaţia 
ЧаецА-М,) = (А-А)... (А-А) 
înlocuind ре А cu Ле, Ag, ..., Ag"! ( unde e = cos 2л + sin 27), 


multiplicánd aceste n egalitáti şi înlocuind pe А cu А obţinem cá: 
det(A* -AL) = (А-А)... (A5 -А) 
de unde concluzia. 

(iv). Fie f = aX + a XE! +... aX + а, eC[X]. Vom 
demonstra că valorile proprii ale Іш ҚА) sunt Ал), ..., f) (А,...,А 
fund valorile proprii ale Іші A). 

Íntr-adevár, procedánd ca la solutia problemei 4.19. avem: 

det(f(A) - AL) = (f) - А)... (f(4) - À) 
de unde concluzia. 


4.21. Fie Л№,...,А valorile proprii (A; + àj pentru i + j). Dacă 
notăm prin В baza formată din vectorii proprii corespunzători iar prin C 
matricea formată din coordonatele vectorilor din B, avem că: 


А O .. 0 a 0 .. 0 
0 4, .. 0 k 

Ас? д C, de unde АЁ = С! E RN 2010 
0 0 .. 4, 0 о0о... Ад 


Pentru cazurile particulare din enunţ {шешт cont de problema 
4.18. (1) 51 (iv). 


2 1-1 
In primul caz C = | i ) lar in al doilea caz 
1 3+26 3+2? 

С-(|1 2432 2+32° | cu £ = - 14 3i (vezi solutia problemei 
1 3436 3-34: 

4.18. (1) si (iv)). 
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4.22. P (À) = 23 + 222 + 4), + 3, deci conform teoremei Cayley- 


1 2 4 
Hamilton avem -A? +2А?+ 4А +31; = О; <> AG А? - : А- Ç b) = h, 
i ТЕ -4/3 -5/3 2 
de unde concluzia că A! = 3 А? - а 3 L= 1 1 -1|. 


4/3 4/3 -1 


4.23. Din gof = ly deducem cá g si f sunt inversabile. Atunci, 
dacá A, B, C sunt matricele endomorfismelor f, h si respectiv g avem 
CA - I, si atunci 


Pecnor (À) = det(CBA - AL) = det(CBA — ACC! A" A) = 
= det[C(B — АСТА )А] = det(C) det[B — A(AC)'] det(A) = 
= det(CA) det(B — AL) = det(B - AI) = P,(2), 


de unde concluzia cá Peene (А) = P4), adică Р„ьһ,= Ph. 


4.24. (i). Fie AEC o valoare proprie pentru f iar 
V, = (x€ V | f(x) = Ax) 

subspatiul propriu corespunzător. Pentru orice x€ V; avem f(g(x)) = 
= g(f(x)) = g(Àx) = Ag(x), adică g(x) € V;. 

(1). Dacă xeKer(f), f(x) = 0 şi atunci 0 = g(0) = g(f(x)) = 
= f(g(x)), adică g(x)eKer(f). 

Oricare ar fi ye Im(f) există x€ V a.i. y = f(x). 

Atunci g(y) = g(f(x)) = f(g(x)) €Im(f). 


4.25. Fie A= Aj: A; şi PQ) = det(A-M,). Să presupunem 
1-1 


prin absurd cá det(A) < 0, deci Р(0) « 0. Cum lim P(A) = оо, rezultă 


că ecuația P(À) = 0 are cel puțin o rădăcină ùo strict negativă. Atunci 
sistemul omogen (A-AolI;)X = О, are şi soluţii nenule. 
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X 
x 
Не X = i о astfel de soluție. Atunci AX = ùX, deci 


X 


n 


X'AX = АХУ, de unde > (4; X)' (АХ-%ХХ. 


i=l 
Dar pentru У-(у,, у,, ., У,)ЄМ (8), V‘ -V = >v > 0. 
іі 
Atunci (A;X)(A;X)' > 0 pentru i€ (1, ..., m) si ХХ 20, deci А > 0, 
contradictie. In concluzie, det(A) > 0. 
Dacă A,, A», ..., Am sunt simetrice, atunci 4; = 4,(1 € i € m) 


şi atunci obţinem cá det(A? +...+ 42) 2 0. 


4.26. „>”. B = A = det(2A) = 2det(A) = (2"-2)det(A) = 0 > 
det(A) = 0 (căci n 22). 


B =-Х-1„ > det(A-X-L) = (-1)"X" * det(A) = det(A(A-X-L,)) = 
-(-1У Х", deci polinomul caracteristic al lui А este P (X) = (-1)"Х". 
Conform teoremei Cayley-Hamilton, avem: Р (A) = On, de unde 


,, €". Cum A" = O, si PA(A) = О,, cu PA(X) polinom de gradul 
n, obtinem PA(X) = X", десі РА(-1) = (-1)" = det(-A-L) = 


=(-1)'det(A+I,) > det(A+I,) = 1. (1) 

Cazul 1. det(B) = 0. Atunci В este inversabilă, cu inversa B`! si 
B'A = AB! > (B'A)' = B"A" = O, Dar det(A+B) = det(B(B 'A-1,)) = 
= det(B)det(B'A-L) = det(B)] = det(B) (am folosit (1) pentru 


А-ВТА). 
Deci, det(A+B) = det(B) = 0+det(B) = det(A)-*det(B). (2) 
Cazul 2. det(B) = 0. Ғе f(X) = det(LX-*B) si 


g(X) = det(1,X- A4 B). 
Evident, f, ge C[X], grad(f) = grad(g) = n si f, g monice. 
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Cum A(AL-B) = (ALt*B)A, pentru orice AEC si cum 
ҚА) = det(AL-B) = 0, pentru o infinitate de valori AEC, conform 
cazului 1, avem ае(М,+А+В) = det( A)*det(AL,*B) = det(AL;-B), pentru 
o infinitate de valori AEC, altfel spus ҚА) = g(À) pentru o infinitate de 
valori (distincte) ХЄС (cel putin n), de unde f(X) = g(X). 

In particular, obţinem: det(B) = ҚО) = g(0) = ае(А-В), deci 
det(A+B) = det(A) + det(B). (3) 

Din (2) şi (3) problema este complet rezolvată. 


4.27. ,,<”. Evident. 


_ 45x 41999 


>”. 2x-90413 = 0 > х, — RQ > 


det(2A^-90A-13L) = det(2(A-xib)(A-x;b)) = 0. Coeficientii ecuaţiei 
det(A-xLI;) = 0 sunt rationali, deci dacă x, este rădăcină rezultă că şi x2 


Cayley-Hamilton) > О» = A?-(a+d)A+(ad-be) = А?-45А+ = b. 


Dacă АЄМ,(К) afirmaţia nu mai este adevărată; de exemplu, 
45 + 41999 
qe ни е M 
2 . 
0 1 


4.28. Ecuația AX = aX este echivalentă cu (A-al,)X = O,. 
Deoarece matricea A are elemente intregi, polinomul caracteristic 
РО) = det(A-AL) = (-1)'A7...*det(A) este un polinom cu coeficienţi 
întregi în nedeterminata Л, cu coeficientul dominant +1. 

Atunci o eventuală rădăcină raţională a lui P va fi în mod 
necesar întreagă. Cum аЄО si ає(0, 1) > a¢Z > Р(а) + 0 > 

0 


0 


det(A-al;) + 0 = matricea A-al, este inversabilă > X = О, = 
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4.29. Fie A, BET. Atunci (-L)B = -BET si А-(-В)- А-ВеГ. 
De asemenea КАЄГ, pentru orice kcZ si A"CT, pentru orice 


nce RJ. 


Conform teoremei Caley-Hamilton există о, .., „ЄЎ ai. 
А"+олА”!+...+о.лА+о„Ь = Oa. 
Dacă det(A) = +1, atunci о, = +1, deoarece a, = det(A). 


Fie UET. 
(i). det(U) 2 £1 2 U'*a;U* ^... +a, U+, = O, > 
-U(U" «aU? o, T) = Ela 
deci U” = + (U* + aU? +... + o, iT, )ЄГ. 
(ii). det(U) = 0. Fie ke N, k < n, k minim cu proprietatea cá 
оза, аға Оза = O,. 
Din det(U) = 0, rezultă a, = 0, deci Ufta (4, а, = Oa. 
Luând V = ОК!+а{ОЁ?+...+ак L, , rezultă UV = VU = O, si 
V = O, (altfel se contrazice minimalitatea lui К). 


În cazul U = O,, luăm V = O, arbitrară. 


4.30. Se stie cá tr(AB-BA) = 0, pentru orice A, ВеМ,(С). Dacă 
À este o valoare proprie a matricei AB-BA (adică ecuația 
(AB-BA)X = AX аге soluţie nenuá X€M,;(C)) atunci dacă 
(AB - BA) = L, avem (AB - BAYX = XX = X, deci ЛЄ {-1, 41), aşadar 
AB-BA are valorile proprii +1. Cum 0 = tr(AB-BA) este suma celor п 
valori proprii rezultá cá dacá existá A, B ca in enunt atunci n este numár 


par. 
0 1 . 1 0 Я 
Pentru n = 2, А, = st B = satisfac 
0 0 1 1 
4, 0 
(A-B: — B;A2 = L, iar pentru n = 2m (m€ N], А = Ёо 51 
0 А, 
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В- pr sunt matrice care satisfac (AB - ВА): = L., deci 
0 B, 


numerele n€ N" căutate sunt cele pare. 


4.31. Fie А; = (zeC | z“ =1,1=1,..., n). 
Avem | A; | = а; = dii, | АПА; | => dij. 
Dacă A = UA = 71,22, ..., Za |, atasám fiecărei mulţimi A un 
i-l 
- 0, dacà z, € А, 
vector Vi€ R^, Vi= (vii, Vo, ..., Vix), unde v; = 5 : 
1, dacă z, € A, 
Avem di = | ANA; | = (Vj) (Vj), deci considerând matricea 
MEM, ((0, 1), M= (v, i-is , avem D= (a, ) — = М-м! 
k=1,N ; 


i,j=l,n 


Arătăm că, în general, 4е(М-М9 > 0, pentru orice matrice M 
(nu neapărat pătratică). Considerăm polinomul P(A) = det(M:M' +А1,) 
care nu are rădăcini pozitive (dacă ar există À > 0 ал, det(M-M' +A) = 0 
sistemul omogen (M-M' +А1,)Х = O, ar avea o soluție nebanală Хо, deci 
M-M'-Xo = -AXo, ХоеМ, (RR) > (X9))-M-M*X, = -2-(Х0)%Х<0 e 


[CX9 M]-[(X9)-M]' < 0 <> W'-W < 0, care este falsă). 
Deci Р(А) > 0 pentru À > 0 şi punând À = 0 obţinem 


det(D) = det(M-M) > 0. 


4.32. Fie matricele L, A, A?, ..., A” . Sistemul omogen cu n4 


necunoscute si n? ecuaţii: xol, + x A 4 XA? + d x, A" = 0 admite si 
soluţii nebanale, deci există un polinom nenul fe C [X] a.i. (А) = O,. 
Не f şi g polinoamele de grad minim cu proprietatea cá 
ҚА) = g(C) = О,. Atunci f(0), g(0) = 0. Într-adevăr, даса f(0) = 0, 
atunci f(X) = Xfi(X) si deci АҒ(А)- On. Cum det(A) = 0 > Ғ(А)- Où, 
ceea ce contrazice minimalitatea gradului lui f. Fie heC[X], h = fg, 
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h = Sax". Cum h(A) = ҚС) = O, > h(A)B = ҚО) > 
К-0 


t t 
(Sa, A  )B = (Ya,C* )D. Cum A'B = СӘ, pentru orice КЕМ”, 


К-0 К-0 


obținem aoB = aD. Dar ao = h(0) = f(0)g(0) + 0, deci B = D. 


4.33. Fie В = (a; ..., а) € V si B' = fb, ..., b.) € W baze, 
A, B matricele lui f si respectiv g in raport cu bazele (B, B^) si respectiv 
(B', B). Egalitatea 
(-1)'A P. (À) = (-1)" A7 P440.) 
este echivalentă cu 
(-1) 47 det(AB-AL;) = (-1)" A" det(BA-AL,) 
$1 rezultá imediat din egalitatea matricealá 
AB — ЯГ, -A T Оны Т» O m,n = AL, -A 
О,» E AL, B I; В В Im O, BA -AL, 
trecánd la determinant in ambii membri (tinánd cont de problemele 1.12. 
$1 1.13.). 
Consideránd acum V = W deducem cá 
(-1) 2^ Pe (А) = C1) УР, (À), 
de unde Рь„(А) = P,44(X) pentru orice À, adică Prog = Peer. 


4.34. Considerám sistemul: 
ах +... ах, = 0 


алх T... a, X, = 0 


nn n 
Cum rang(A) = 2 « n, sistemul admite solutii nenule, depinzánd 
de n-2 parametri. 
Putem presupune (după о eventuală renumerotare) cá 
ад ар 


а- +0. Alegând d minor principal, soluțiile sistemului sunt 


а G> 
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n n 
de forma: x, -» eX, 2545 => 06x; ‚ЄС, j23, ..., n. Inlocuind in 
j=3 j=3 


ecuația адх, +... + a;,x, = 0 din (S), obținem: 
n n n 

а Усх, +a 9, cx; tax, -0 
7-3 7-3 7-3 


п 
sau $ (алс, %а,с;; + а„)х, -0, oricare xs, ..., Ха. 
j-3 
De aici, ajc;j*apco;taj = 0, pentru orice i= 1, ..., n $1] 23, ..., n. 
Prin urmare putem lua pi = ai, ri = ap, pentru i = 1, ..., n, q; = -Cuj 
s; = -c5, pentru j = 3, ..., n iar qi = 1, q2= 0, 5 = 0, s2= 1. 


Cu aceste notații, а; = piq; + risi, pentru orice i, JC (1, 2, ..., п). 


S 5. Programare liniară. 


5.1. Prima restrictie satisface conditia cerutá. Cea de a doua 
ne ЭР ху —2x, + X, + 5х4 <10 
restrictie poate fl scrisá sub forma: , Ceea ce 
ху —2X, + X, + 5x4 210 
face ca sistemul dat sá deviná acum 
2x, +3х, — х; — 4x4 < 6 
х-2х, +x, + 5х, <10 
xı — 2x, +x, + 5x, > 10 
3x, +x, — 4x, +3x, 212 
şi inmultind ultimele două restricții cu (-1) găsim reprezentarea cerută si 
anume: 
2х + 3x, — x; — 4x4 < 6 
х= 2x, +x, -5x, X10 
-x +2x, — x; — 5x, < -10 


—3x, — x, +4x, — 3х, < —12 
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5.2. Pentru а face ca toate variabilele sá Пе pozitive, vom face 
urmátoarea schimbare de variabile: 


х-у» у>0 

х,-у;-У» У, уз 20 

X3 = уа, Ya 20 

X, =s, y, 20 

astfel cá, restrictiile din problema 5.1., vor deveni: 

2у %3у,-3у;%у,-4у; <6 
y-2y5 %2у;-у, %5у; <10 
=y, +2y, — 23 + y4 —5ys 5-10. 
—3у,—у› +у;—-4у4-—3у; < -12 
у,>0,1< ]<5 


Observaţie. Când spunem că variabila x» аге un semn oarecare, 
înseamnă cá putem avea x; < 0, x; = 0, sau x> > 0. Scriind x; = y; — ys cu 


y». уз > 0, este evident că dacă: y; < y; > x; < 0 
yx = ys > xo = 0 


y»? ys > xo > 0. 


5.3. A demonstra cá X, este convexă înseamnă a arăta cá pentru 
orice două soluţii posibile x; si xo, combinaţia liniară convexă 
x = Àxi + (1-А)х este de asemenea soluţie posibilă a problemei date (cu 
0<Л < 1). 

Fie deci x; şi Хэ soluții posibile ale problemei de programare 
liniară: 


[opt] f = cx 
Ax =Ь 
x20 
‚ | 4x% =b Ax, =b 
Atunci 
x >0 x, 20 


Dacă x = Ах! + (1-5), 0 € À < 1, este o combinație liniară 
convexă a celor două soluţii, atunci 
Ax = A[)xi + (1-2)x5] = ААх + (1-))Ах» = Ab + (1-)b = b 
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51 cum 0 < À < 1, rezultá x > 0. 

Deci combinaţia liniară convexă a soluțiilor posibile x, si x» este 
de asemenea o soluție posibilă a problemei date, ceea ce înseamnă că Х, 
este convexă. 

Consecinfá. Orice combinaţie liniară convexă a două puncte ale 


lui X, este de asemenea un punct din Х,, adică x = Эх, + (1-A )x» еХ,, 


pentru orice xi, хоЄХ, şi orice АЄ[0, 1]. Cum pentru A€[0, 1] există о 
infinitate de valori, deducem că, o dată cu două soluţii diferite x, şi 


X;€ X,, mulțimea X, contine o infinitate de soluții posibile. 


5.4. Reamintim că a scrie o PPL sub formă canonică înseamnă a 
scrie condiţiile cerute sub forma; 


Ax<b : 
a) pentru [max]f = cx si 
x20 


Ax 2b 
b) i pentru [min]f = cx. 
х>0 


(1). Vom schimba mai întâi variabilele problemei pentru a le 
avea pe toate de acelaşi semn. Vom scrie astfel că: 


х= у, y 20 
х-у)-у» Y»y 20 
X; =-у4, y, 20 

X, =s, y, 20 


ceea ce face ca problema sá deviná: 


> 


2у + yo — уз +3y4 +2у; <10 
yi-2y5 %2у;-2у, + 5y; -12 
= у + 32 — 33 — Ya — 2p, 26 
у,>0,1< ]<5 
[max]f -3у,%у,-у;%у, +2у; 
Deoarece prima restrictie este іп concordantá cu cerinta de 


maximalizare, vom desface restrictia a doua in douá inegalitáti, una in 
concordantá cu scopul problemei, iar cealaltá nu, fácánd-o insá 
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concordantá prin inmultire cu (-1), cum de altfel vom proceda si cu cea 
de a treia restrictie a problemei. Vom avea deci: 


2у + y; = Уз +3у %2у; 510 
y,-2y; %2у;-2у,%5у; S 12 
у -2y4 %2у;-2у, *5y, 212 [CD 
-y *3y,-3y,- 3,-25 26 | -)” 
y 20, I<j<5 
[max]f 23yi + у - уз Ya %2у; 
2y, +), – уз t3y, %2у; 510 
yi -2y; %2у;-2у, %5у; 512 
-у%2у,-2у; %2у,-5у; < -12 
Уу-Зуу %3у; %у,%2у; S —6 
у,70,1<]<5 


сееа ce devine: 


[max]f 23y, + y - y + у, +27; 


(11). Facem schimbarea de variabilá 
х--у, X20 


х= Ус, y; 20 
хз = уз — as Уз, y4 20 
X, = ys, y 20 


şi aducem restricţiile la forma concordantá cu scopul problemei: 
у + 22 - ya t Ya + у; 24 
— 21 = Ya = Уз ty, +5у; 26 
-3y + Ya %2у;-2у,-у;210 
3у,-у.-2у; %2у,%у;>-10 
y 20, 1<j<5 
[min] f = уу + 2y2 —3y3 %3у, +27; 


126 


5.5. Reamintim cá а өспе о PPL sub formă standard înseamnă a 
Ax=b 


scrie PPL sub forma matriceală: 4 х > 0 


[opt]f = cx 


(1). Pentru а ajunge la forma dorită, vom face mai întâi o 
schimbare de variabilă care să ne conducă numai la variabile pozitive şi 
anume: 

х= у y 20 
ха--у), Ya 20 
X3 = у-у У»У,>0. 
X, = —ys, y, 20 
Xs = yg, yg 20 
Introducem variabilele y; > 0 si ys > 0 prin adunare si respectiv 
scádere in prima 61 respectiv in ultima restrictie pentru a le face egalitáti. 
Aceste ultime douá variabile nu afecteazá functia obiectiv si nici solutia 
problemei, având însă unele semnificaţii in interpretarea soluţiei 
problemei. Pentru a nu fi omise în calcule în timpul soluționării 
problemei, le vom scrie şi în funcţia obiectiv cu coeficienții zero. 
Іп aceste condiţii, problema considerată devine: 

Yı +2у + Y3 — Ya + Уу + 2% + y; -10 

2y, — Ya Уз t Ya - 3у5 - уб = 8 

Yı -2y4 23 -2y4 = Ss — Ye — Ув =14 

y; 20,1x 7x8 


[opt]f = 2y, -3y, — Ay4 -4у,-2у; + yo * 0: y; + 0: ya 
(ii). Problema este pusá sub formá canonicá. Vom avea 
forma standard: 
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ху +2X, + X; +X, y, -10 

2x, + X, + X, 2x, y, = 12 

Xj +X, +2X, +3х4 + у; -14 

Xi, X2, X3,X4 > 0 

У Ууз 20 

[тах] = 3х +x, — x4 + 2x4, + Oy, + 0у, +05; 


(11). Problema este pusá sub formá canonicá. Vom avea forma 
standard: 


2x, +X, — X3 +4 = ур = 6 

Хх %2х, + X; +2x4 — y, = 12 

X — xX, %2х; + 3x, — уз = 10 

Хү,Ху,Х,,Х,20 

УУ, y 20 

[min]f = 2x, + 3x, +X, — 2x, +0y, + 0у, -0у; 


(iv). Pentru a pune problema sub formá standard vom avea іп 
urma schimbárii de variabile: 


x =) y 20 
х= у, y; 20 
X3 = Y у, Y 4 20, 
X, = ys. Ys 20 


X; ——yg, yg 20 
problema: 
Yi7Yatys-Yatys t yo tz, =10 
2y +), — Y3 Уул ys- yo =12 
=y Ya Ya + Ya t3ys - yo — Z, 7-15 T 1) 
y,20,1<j<6 


2,20, 1<k<2 


[max] f = 2y; “3у,-у;%у,%у;-2у, + Oz, +0z, 
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Forma standard la care s-a ajuns nu indeplineste conditia de a 
avea termenii liberi pozitivi, astfel cá inmultim a treia restrictie cu (-1). 


у Ya + У3— Уз + У5 + yg tz, -10 
2y; Ya Xa t Ya + Ys =V =12 
У +у + Уу = Ya 355 + Y +2) =15 
у;,>0,1</<6 
2,>0,1<К<2 
[тах] = 2y; %3у,-у;%у, + у; - 2yg +021 +02; 
Cáutám o matrice unitate de ordinul trei si observám cá іп 
cadrul matricei coeficientilor coloana lui z, si coloana lui z; sunt douá 
dintre coloanele matricei unitate căutate Es având deci coloanele unu 
(zi) şi trei (25). Vom adăuga la membrul stâng al restrictiei a doua о 
variabilă artificială ш care va intra în funcția obiectiv cu coeficientul 
-M (M > 0) (astfel de coeficienţi sunt denumiți coeficienți de 
penalizare). Dacă scopul problemei era de minimalizare, variabila se 
introducea cu coeficientul +M (M>0), metodologia de lucru rămânând 
nemodificată. 
Deci forma standard de lucru a problemei considerate va fi: 
Xi Уз + Ys Ya + Ys t Ye tz, = 10 
2у,+у›—уз t Ya t Ys - у6 tu, =12 
Yı Ya + Ya - Ya -3ys t yo +Z, =15 
у;>0,1</<6 
22015052 


u 20 
[max]f -2у, %3у,-у;%у,%у;-2у; +02 — Mu, +02; 
(v). Procedând ca la punctual (iv), facem schimbarea de 
variabilă: 
х--у» X20 
х,-у)-у» Y» 20, 
ху = ул, Ya 20 
$1 problema devine: 
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-у,%2у,-2у; t 3y, 26 
-2у,-3у; %3у; %у,-2 
= yı 73y, %3у; %5у, 54 
-2y -y + у; +4у, 2 5 
у,>0,1<ў<4 
[min] f --4у,-5у; + 5y3 %3у, 
şi prin introducerea variabilelor de ecart zi, 22 şi 73 la restricțiile unu, 
trei şi patru si a variabilelor artificiale ui, u> şi us la restricţiile unu, doi 
şi patru, problema, adusă acum la forma standard de lucru, este: 
=y, +2y, —2y3 +3y4 -Zz +u =6 
-2y =3y, +3y; + y, +u, =2 
=y, 73y, %3у; %5у,%2,-4 
-2у,-У: + у; %4Уу,-2; +из =5 
у;>0,1</<4 
2,>0,1<(<3 
и, >0,1<1<3 


[min]f = —4y, — 5y, + 5y, + 3y4, +02, + Mu, + Ми, +02, + 0z, + Ми; 


1 . 2 1 1 -1-1). 
5.6. (1). Matricea А este A = şi se 
1 2 -1 -1 3 


observă imediat cá аге rangul 2. Să notăm cu Cj, i <j, 1 <i, J < 5 toate 
matricele pătratice de ordin doi ce pot fi formate cu coloanele lui A: 


2 1 222731 2 -1 2 -1 
лш je M бе| | 
1 1 1-1 1 -1 1 -1 
C5 = 2 E Л “| ШЫ pl 
] -1 -] -1 
Css = _1 JT 3) 


Observăm că toate matricele С;, i<j, 1< i, | < 5 sunt nesingulare. 
Vom avea deci zece baze pe care le vom nota cu Су, 1 < k < 10. 
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Fixându-ne una din baze, fixăm celelalte variabile ca fiind пше si avem 
de rezolvat un sistem de forma Cx = b, cu solutia x = Cb. 


ЕКЕНІ 
ЖЕДЕ 
“СН 

еле) 

0 


с 1(3 тү? —5/2 
x” =—— = Я 
4\1 -1Д4 1/2 
Remarcám cá numai şase din cele zece soluții sunt de bază, 
celelalte trei având componente negative. Din cele şase soluţii de bază 


două sunt nedegenerate, iar celelalte patru sunt degenerate. 
Soluţiile de bază ale problemei date sunt: 
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0 10/7 0 

2 0 2 
ху=|0|; x,2 0 |)хұ-(|0); 

0 0 0 

0 6/7 0 

0 0 0 

2 2 0 
х,=|0|;х;=|0|; х, =| 5 |, 

0 0 0 

0 0 3 


din care observăm cá х), xs, x4 $1 Xs coincid ca formă, diferenţa dintre 
ele constând în poziția diferită pe care o ocupă zeroul care indică 
perechea cu care componenta nenulă formează baza (coloanele 
corespunzătoare din matricea A), coincidenta ca formă а soluţiilor 
datorându-se degenerării. 

Deci, Xp = { xi, Хо, Хз, X4, Xs, X6, X7 } = ік, fisso 


Р : : : ы 21-12 

(1). Matricea sistemului de restrictii A = Ё 2» 2й ) аге 
rangul 2, ceea се inseamná cá vom gási cel putin douá coloane ale sale 
liniar independente. 

Cu notatiile de la (1) avem: 


şi se constată imediat cá avem şase perechi de vectori liniar 
independenți. 
Deducem 


2 -1үё 4/3 
Edu = : 
3(-1 2412 16/3 
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t Qn) 
x, = Ca b=- (a ida) Ё 4) 
x SE Ca bs Ц% ' M 
ъ=» А Не) 2 
ЕН ЕНГЕН? 


Rezultá cá problema admite patru solutii de bazá si anume: 


4/3 28/5 0 0 
16/3 0 32/5 0 
у= > X2 = иа ХУРЖ: , 
0 16/5 0 32/3 
0 0 4/5 28/3 


solutii care sunt si nedegenerate. 


2.1.2 
(11). Matricea sistemului de restrictii A — : > | are rangul 


2 1 2 2 ] 2 
ME QE а P 
2 -1Y10 0 
Deducem шаал = ; 
31-1 2/20 10 
4 -2110 0 
ыққа ТО - ? 
61-1 2120 5 


de unde deducem cá avem două soluţii de bază (degenerate) şi anume: 


2. Avem: 
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0 0 
Х-|10| şi x, =|0 |. 


0 5 
0 
Vectorul х-|2| are două componente strict pozitive, fiind 
4 


soluţie posibilă, dar nu soluţie de bază deoarece coloanele matricei А, 
care corespund celor două componente strict pozitive sunt liniar 
dependente. 


5.7. Reamintim că pentru o PPL scrisă matriceal sub forma 


standard Ax = b, x > 0 şi [opt] f = cx, se notează prin 
X = mulțimea soluţiilor sistemului Ax = b, 


X, = mulţimea soluţiilor posibile = (x | Ax =b six > 0j, 

Xp = mulţimea soluţiilor de bază (adică acele soluţii posibile cu 
proprietatea că vectorii coloană ai matricei A corespunzători 
componentelor strict pozitive ai acelei soluții sunt liniar independenți si 
deci formează o bază), 

X» = mulţimea soluțiilor optime. 


Avem următorul sir de incluziuni: Xo € Xp S Хьс X. 

Ín cazul rezolvárii grafice (pentru cazul a douá variabile) vom 
determina mai întâi poligonul convex Ху. Conform teoriei generale in 
cazul in care o PPL are optim finit rezultá cá solutia optimá a problemei 
este este constituitá din unul din várfurile poligonului. Astfel: 

(1). Avem cá X, — 0, deci problema nu are solutie. 

(1). Se găseşte X, = 1(2/3, 2/3)). Având o singură soluţie 
posibilă, ea este şi optimă deci fmax = f(2/3, 2/3) = 10/3. 

(11). Găsim cá X, este determinat de următoarele vârfuri: 

А(0, 3), B(0, 2), C(1/3, 2/3), D(1, 0), E(3/2, 0) 51 F(48/17, 15/17). 

Deci Xs = { (0, 3), (0, 2), (1/3, 2/3), (1, 0), (3/2, 0), (48/17, 
15/17) 1. 

Pentru a vedea care sunt punctele de extrem calculám valoarea 
lui f în fiecare din soluţiile din bază. Avem: 


ҚА) = f((0, 3)) = 2:0+5:3 = 15; 
В) = K(0, 2)) = 2-0+5-2 = 10; 
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KC) = (1/3, 2/3)) = 2-(1/3)+5-(2/3) = 4; 
AD) = (1, 0) = 2:1+5:0 = 2; 
f(E) = (3/2, 0)) = 2-(3/2)+5:0 = 3; 


КЕ)- Қ(48/17, 15/17)) = 2-(48/17)+5-(15/17) = 171/17. 

Se observă imediat cá fmax = [max] f = f(A) = 15, deci soluția 
optimá este xo = (0, 3). 

(iv). Se deduce imediat cá poligonul convex X, are várfurile: 
А(0, 1), B(1, 0), C(16/7, 9/7) si D(8/5, 9/5). 

Deducem cá: 

ҚА) = 4; f(B) 2 3; f(C) = 12; f(D) = 12 
$1 se observá cá avem douá puncte de maxim si anume С 51 D. 

Conform teoriei generale a unei PPL o datá cu douá puncte C si 
D, intregul segment ce le uneste cuprinde solutiile optime ale problemei. 

Avem deci optim multiplu. 

(v). Deoarece dreptele —x,*x» = 2 şi хі-хҙ = 2 sunt paralele (deci 
nu se pot intersecta) deducem cá X, este nemărginită. În acest caz avem 
optim infinit (adică funcția liniară f(xi, хр) = 3х,+5х› cu (xi, x2) € X, ia 
valori oricât de mari „tinzând” la infinit). 


5.8. (1). Facem tabelul simplex: 


с 2 3 1 4 
Baza Со C C4 бул 5 
2 |C4 1 0 1 2 8 
3 Cå 0 1 2 1 10 
7 2 3 8 Л 46 
A=z-c | 0 0 7 3 


Se observă cá (Cj, СЛ} este о bază unitară (primal 
admisibilă). 

Cum toate diferenţele A sunt pozitive deducem că PPL, (1) are 
optim finit, [max] f = 46 si se obţine pentru x, = (8, 10, 0, 0). 

(ii). Facem tabelul simplex: 
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с 1 2 3 4 
Baza | C4 (2 C: C4 b 
С 1 0 1 2 8 
2 cí 0 1 1 3 12 
7 1 2 3 8 22 
А-т-с | 0 0 0 4 


Analog ca la (i, (Cj, CZ! este o bază unitară (primal 
admisibilá) si cum toate diferentele A sunt pozitive deducem cá PPL, (11) 
are optim finit, [max] f = 32 si se obtine pentru x, = (8, 12, 0, 0). 

(iii). Facem tabelul simplex: 


с 1 2 3 4 5 10 
Baza ся СА o EC Ше ES 10 

I [c^ |1 1 0 1 2 1 12 

3 |c4 |0 1 1 2 1 3 18 
2 1 4 3 7 5 10 66 
А-7-с | 0 2 0 3 0 


Se observă cá { Сй, Cf) este bază unitară (primal admisibilă) 
şi cum toate diferențele A sunt pozitive deducem că PPL, (iii) are optim 
finit, [max] f = 66 şi se obține pentru x, = (12, 0, 18, 0, 0, 0). 

(iv). Se observá cá PPL-max nu este pusá sub formá standard. 
Pentru a o aduce la forma standard introducem asa zisele variabile 


fictive (sau ecart) xs, X620, scriind PPL-max sub forma standard: 


136 


x, — x, + 2x, +2х, = —2 
3x, — x; X, + Xs = 5 
PPL-max: 42x, – 3х; +5х, + xç =3 
Xi,X5,X4, X4, Xs, X6 2 Ü 
[тах] 22x, + x, + 5x4 — x4 + 0x, + 0x, 


Facem acum tabelul simplex (observând că baza primal 
admisibilă este (C7 , C2, C21). 


c 2 1 5 -1 0 0 
Baza |Câ СЯ Зе. A э |b 
1 [c4 14 1 -2 2 0 0 2 
са |3 0 -1 1 1 0 5 
c4 |2 0 -3 5 0 1 3 
2 -1 1 E -2 0 0 2 
А з 0 Xe el 0 0 


Observăm că Аҙ--7<0 şi toate elementele coloanei С sunt 
negative, deci PPL-max de mai sus nu are optim finit. 
(v). Aducem PPL-max la forma standard prin introducerea 
variabilelor fictive: хд, xs, X6>0, obţinând forma standard: 
x, 2X4 +3х; + x, = 15 
2x, + X, + 5x + x; = 20 
PPL-max: 4х +2x, +x, +x;=5 
Xis X2, X4, X4, X5, X4 > Ü 


[max]f 22x, + x, + 3x4 + 0x, + 0x, + 0x, 


Observăm cá В={ CZ , CZ, C} este bază primal admisibilá 


corespunzátoare solutiei de bazá X= (0, 0, 0, 15, 20, 5). 


Facem acum tabelul simplex: 


137 


с 2 1 3 0 0 0 
Baza ОИ НЕ 507, WE s 
9 [c4 1 2 3 1 0 0 15 
0 cd 2 1 (5) 0 1 0 20 
о [c4 1 2 1 0 0 1 5 
= 0 0 0 0 0 0 0 
А 2 -1 З= 0 0 0 
0 [c4 1/5 7/5 0 1 35 0 3 
4 
3 (сл 2/5 1/5 1 0 1/5 0 4 
3 
0 [c4 (35) 9/5 0 0 -/8001 1 
E 6/5 3/5 3 0 3/5 0 12 
А /з*® 25 0 0 3/5 0 
@ rea 0 2 0 1 25 13 10/3 
4 
8% |52 0 -1 1 0 1/3 2/ |103 
3 
2: и 1 3 0 0 -13 53 5/3 
1 
1 2 3 3 0 ТЕ 4/3 40/3 
А 0 2 0 0 1/3 4/3 


Dupá o primá iteratie am aplicat teorema de imbunátátire de la 
PPL, constatând cá şi la a doua iteratie trebuie să aplicăm aceeaşi 
teoremă. 

Obtinem іп final cá soluția optimă (degenerată) este 
Xy 7(5/3, 0, 10/3, 10/3, 0, 0) таг maximul funcției obiectiv este egal cu 


40/3. 
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86. Forme biliniare. Forme pátratice. 


6.1. Presupunem că există f, g: VK a.i. b(x, y) = f(x)g(y), 
oricare ar fi x,yeV. Fie B = (aj, а,,..., an} о bază a lui V. Notám 
a; = Қа), В; = g(a), 1 = 1, 2, ..., n. Atunci, matricea lui b în raport cu 
baza B este A = (a, ..., o) (Bs, ..., Bn). Deoarece rang A = 1 (deoarece 
b este nenulă) rezultă că rangul lui b este cu 1. 

Reciproc, presupunem cá rangul formei biliniare b este egal cu 
1, Atunci, dacă В’ = (bi, b>,..., ba! este o bază a lui V, matricea А” a lui 
b in raport cu aceastá bazá va avea rangul egal cu 1. Rezultá cá existá 
№, ..., А, Ш, -< WnEK, ad. A' = (А, ..., А) (Li, ..., Un) ( vezi problema 
1.70.). 


Deci, b(x, y) = (xi, .... х„)А'(у1, pase ys) ын (УА uy ), 
i=1 i=l 


oricare ar fi x => b, y => ub, eV. 


1-1 1-1 


Astfel, b(x, y) = f(x)g(y), unde f, g : V — K sunt definite prin 
f(x) = > 4,x, ‚ (у) = > uy, . 
ісі i=l 


6.2. (i). Se verifică axiomele spațiului vectorial. 

(1). Se arată imediat că dacă b;,b; sunt din B,(V) sau В.(У) iar 
a,BeR, atunci о, +ВЬ,єВ;(У), respectiv Bas (V). 

(11). Баса beB,(V) A B4(V) atunci b(x, y) = b(y, x) si b(x, y) = 
= - b(y, x), de unde deducem cá b(x, y) = 0 pentru orice (x, y)eV x V, 
adică B,(V) ^ B4(V) = 10). 

Pentru be B(V) notăm b;(x, y) = + (b(x, y)+b(y, ху) şi bx, y) = 
= (b(x, y) - b(y, x)). Se verifică imediat cá bie B.(V) si Б:ЄВ, (УМ) iar 
b = b; + b, de unde concluzia cá B(V) = B.(V) ӨВ,(У). 


6.3. Dacă beBa(V) atunci in particular pentru x = y avem 
b(x, x) = -b(x, x) de unde b(x, x) = 0. 

Reciproc, Не beB(V) a.i. b(x, x) = 0 pentru orice xe V. Atunci 
pentru orice x, ye V avem: 
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0 = b(xty, x+y) = b(x, x) + bx, y) + b(y, х) + by, y) = b(x, y) + 
+ b(y, x), de unde deducem cá b(y, x) = - b(x, y), adică beB,(V). 


6.4. Dacă f este pozitiv definită atunci A admite exact n valori 
proprii strict pozitive A4, ..., An. Cum valorile proprii ale Іш g sunt 1/21, 
2. 1А. 70 (vezi problema 4.20.) deducem că g este pozitiv definită. 


6.5. (i). Ştim că matricea lui f în raport cu B este A = (a; sii 
cu aj = (е, e), 1 € i, j € 3. Din condiţiile din enunţ deducem că 
numerele а; verifică egalitátile: aj; = -1, a» = 1, a33 = 2, ai - à» = 2, 
85; d 2а» = 5, аз — а= 4, 2а}; F аз = 7; ap + ap = 4, аз 283 =]. 

Deducem imediat că 812 821 3, 813 831 3, a23 = 432 1, 
astfel са: 


-1 3 3 
А-|3 11 
3252 


(1). Cum A este simetricá, deducem cá 61 b este simetricá. 
(11). In general, dacá A este simetricá avem cá: 


f(x) = b(x, x) = anx? | ах? | аззх2 + 2a12X1X2 + 2ąa13X1X3 + 2853X5X. 
Іп cazul nostru avem : 


f(x) = x 2 + x2 +2 x2 + 6xix; + бхухз + 2x5xs. 
1 2 3 


(iv). Avem Ao = 1, Ду = -1, А; 


3 
|5108 As= det(A)= -10. 


Cum А; #0 (0<1<3) putem aplica metoda lui Jacobi de aducere a lui f la 
forma canonică. Astfel, va exista o bază В = {ej,e},e3} ал. dacă 
2 | A» 


Y = (уь yx уз), atunci Қу) = yi tE Y Ty; Yi THY tys. 


Alegem e= ое! 


е5 = бе, "ае; 


e3 = Озе + 0322 + 03363, 
iar dacă notăm cu b : V х V— R polara lui f, impunem condiţiile 
b(e;, ej) = 0 pentru orice 1 <j < 1-1 şi b(e;, e) = 1 pentru orice 1 < i 3. 
Din Ке), ei) =] > 011811 = 1 > От -1 = e ia >. Бы (-1,0,0). 
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D оо -0 Ж” Юн ғауадт ЇР Т a, t3a,, = 0 
Ке) ,e;)71 Ода + Ad =1 Заз +G =l 
НЕ 
с» өз etg = Gy 0). 
Б(ех,её,))-0 аулау + 053505, + 05305; = Ü 
Din 42(63,6) 20 — 4034 + (3545, + Asa -0-» 
b(e3,e,) =1 051045 + 05505, + 03345; =] 
— G, + 3G,, “3а; = 0 vu m 
=>) Зауза; +a =Ü 103 == e57 -e7 + ез = (0,-1,1). 
За +G, +2033 «1 Q4, = 210 =1 
Deci baza В” = {е,е5,е; } in raport cu саге f are forma 


canonică este formată din vectorii а= (-1, 0, 0), e= (5, 5, 0) si 
e, = (0, -1, 1). 


6.6. 1). Faptul cá b este formá biliniará (simetricá) rezultá din 
proprietátile * urmei * ( vezi problema 1.9.). 

De exemplu: b(A+A',B) = 24|(А-АЭВ| - tr(A+Atr(B) = 
=2tr(AB+A'B) - (tr(A)-tr(A))tr(B) = 2tr(AB)-2tr(A'B) — tr(A)tr(B) — 
-tr(Atr(B) = [2tr(AB) – tr(A)tr(B)] + [2tr(A'B)- tr(A”tr(B)] = b(A,B) 
+ + b(A',B) si analog celelalte condiţii. În mod evident b este simetrică. 


2) (1). Reamintim cá baza canonică a Іш М,(К) este 


1 0 
= (E, = En, E, = En, Es = Ej; E, = En} unde E; = Ei = G 3! 


0 1 0 0 0 0 
E, Ер= , B = Е = Е; = Е . Trebuie sá 
2 12 |: 3 21 Р | 427 22 4 i 


punem în evidență matricea (a;;)i<ij<4 a lui b, unde а= ЖЕ, Ej), 1<1,1<4. 
Avem: au = b(E;, E1) = 2t(E2 ) - tr (Ej) = 2-171; 
ap = b(E,, E2) = 2tr(E; E?) — (Е) (Е) = 0-0 = 0; 
413 = КЕ), Е;) = 2tr(E1E3) = {г(Е (Ез) =0-0= 0; 
ац = b(E;, E4) = 2tr(E;E4) — (Е) (Е) = 0-1 = -1; 
а = b(E», F2) = 2t(E2 ) - tr (E;) = 0-0 = 0; 
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853 = b(E», Ез) = 2tr(E;E;) — (Е) (Ез) = 2-0 = 2; 
854 = b(E», E4) = 2tr(E;E4) — (Е) (Ел) = 0-0 = 0; 
аз = (Ез, Ез) = 2t(E2 ) - tr (Es) = 0-0 = 0; 
азд = b(E5, E4) = 2tr(E3E4) — (Ез) (Ел) = 0-0 = 0; 
ам = b(E4, E4) = 2t(E2 ) - tr(E4) = 2-1 = 1. 

1 -1 
0 
0 


Astfel, matricea lui b in raport cu B este iar 


© N O о 
от б N © 


-І 


expresia analitică a lui b, pentru două elemente А,ВЄМ,(Ю), 


a MEN MEL 
ад 42 b, by 


b(A,B) = aiibi; + a22b22 — 2a11b22 + 4a12b21. 


ds ад ар 
(11). Pentru А = avem: 
а 02 
238 2 
ҚА)-ар * a5; — 2апаз + 41221, 
Dacă notăm хі = аң, X? = ар, хз = аз $1 X4 = à», atunci 
A = xj E; х,ЁЕ, + xsE, + x4E, lar ҚА) = x: + Хо —2X4X4 + 4Хохз. 
In vederea aplicári metodei lui Gauss-Lagrange grupám 
termenii ce contin pe xi: 
2 х Фа. 1222742 — 
ХІ-2хха-(Х1-Х4)-хі 7 y1- Xj CU yi = XI — X4. 


Atunci КА) = y? + 4хухз * x2 - x 2. 


Scriind x; = y; — ys iar хз = y; + уҙ obţinem y; = 1x; + + Xs, 


ys = -+х› + 2 хз astfel cá ҚА) = yi + 4у2- 4у3+ 0-у cu yi Xi—xi, 


= 1 1 сер! 1 = 
У- 3 Xa * 3 Xs, Y 7 - 5 Xy 5 Хз, Y4 = Xa. 
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Notám са В” baza căutată, В’ = { Е, Е,,Е;,Е,} şi 


1 0 0-1 10 0 
0 1 1 б, еі 
М- DARE. „Cum M”! = este matricea de 
(ee ə E-i 
0 0 O0 1 0.0 0 


trecere de la B la B', atunci: 
— Е + Eu, E; = E» Ел, E;= Е I Ез, E; = E4. 
(iv). Signatura lui f este (2, 1). 


6.7. (1). Se stie că dacă A = (aj)i«;;-«4 este matricea lui b căutată, 
atunci аҙ- b(ei, ej). Astfel: 
dii — b(ei,e)) = 1, а = b(ei,e;) = 0, аз. = b(e1,e3) = 0, ац = b(e1,e4) = 
51 b(e5,e)) = -І, а» = b(e;,e) = 1, a23 = Б(е,ез) = 0, ад = Б(е,ел) = D 
о = b(e3,e1) = = l, аз = b(es,e) = 2, 433 = b(es,e3) = = 1, азд = Б(ез,ел) = 4, 
= b(e4ei) = 0, аг = b(e4,€2) = 0, аз = b(e4,e3) = = 1, адд = b(e4,e4) = = 1. 


1 0 0 1 
р -1 100 
Deci A = : 
1 2 1 4 
0 0 1 1 
(1). Ее M matricea de trecere de la B la В”, adică 
1 10 0 
-] 10 0 А : ЭР 
М- ЗЫ . Atunci matricea lui b în raport са В va fi : 
0 0 1 -l 
3 1 1 -1 
i -] 1 1 -1 
MAM - 
-1 3 7 -3 
-1 3 3 -3 


6.8. (i). Rezultă imediat ţinând cont de proprietățile integralei. 
(ii). Trebuie să calculám a; = b(x* x), 1 <i,j <3. 
Astfel: 
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1 1 
2 3 
an=a = |; й = ,а» = ау = [t dt = 
0 0 


- 


Deci matricea cáutatá este А - 


ш tə|— 
ч ч | 


1 
(іі). Se calculează a; =f- -t ) си 154153 si 


0 
1 2 
1 2 3 
; бше I 1287: 
obtinem A E ES 
2 5 8 
3 12 15 


(iv). Dacă p = a; + aX + aX’ e R-[X] avem: 


р) = a2- 1а2 | 1а; ауа» і 2 aa | + азаз. 


2 
3 


2 ЕЧ 1 1 2 
(v). Avem aí +аџа:+ $ ааз = (art 5 аза) - + 
si notám b, — apti а+4 аз. 


Atunci Қр) = 5|-1а24 


-ы2 11 211 L 4 2 
bi ran < 243" 2543: 


Continuám: 


2 


2 2 
а5 +1азаз = (а) +2азаз) = + [(ау+а;)”-а3 |= 45 (82185)-15 аз. 


12 


Notám cu b; = а; + аз si obtinem: 
45 2 2 сыл ч 23 2 B 
СЭ) = + 502 43 83 Di abat ap 0з CU b= a, 
Astfel avem formulele de schimbare a coordonatelor: 


=2 1 4-1 
b, = ait; а заз 


b. = аз т 83 
5; аз, 
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1 


4,4 
2-3 
ПасаМ-10 1 1|şinotămcuB'= {е|,е» ‚еу } baza faţă de 
001 
care f are forma canonicá datá de (ж), atunci: 
, е 1 1 е - 1 1 
е 1 les н € 726; – 76 + ез 
4 
e, | -М2195:1-10 11|21-» e, =e, “е; 
еу °з 0 0 1)\% еу-е; 


6.9. Ете B = {а;, ал, аҙ). Matricea lui f în raport cu baza B este : 


1 a -1 
А-1а 1 a 
-1 а 2 


Avem Ao = 1, Ау = 1, А = 1-02, A; = det(A) = 1- 502. 
Forma pátraticá f este pozitiv definită < A; > 0, oricare ar fi 
1-a?»0 
<і< mob. 31 
1<1<3‹= s 2 €» ає( ер» 
6.10. Grupám la inceput termenii ce contin pe x, : 


2 
2x[ +2х\х) +4xix; = 22 + хух + 2x|xs |= 


2 
1 1 1 
= [6 + 37 + 3 Д х2 xš o 2y? > x 2х$ 2x5X4 


1 
cu (1) y, TU d ES 


Continuánd avem : 


1 
f = ур -5x2 -2x3 —2х3х3) + (3х2 -ху + 3x73) = 
0) 


5 
=2у{ “сз -3x3 *X3X4) 


Considerăm acum doar termenii din (2) ce contin pe x; : 
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5 25 2 


cu (3) уз = x, + 253 astfel cá din (2) deducem: 


5 : 3. 53.02 5 1 2 1 2 5 5 
—X5 + X4X4 = —(X5 +—Xə,X. ) = X, +—xX x ]= X35 
2 2 2X3 du 233) 5122 5 3) 31 Уг 10 3 


-2у2-((-у)---х2)-3х2)-2у2 + - . (á 
f У (G72 03) x3) Yı 272 TRE (4) 


Notând (5) узэх, din (4) deducem cá 
5 31 
(y) = 2y2 42-926 
70) Ур ty 1073 (6) 
yi 1 1⁄2 1 XI 
Din (1), (3) $1 (5) deducem сӣ | у, |-|0 1 15 || х, 
Уз 0 0 1| х; 


Dacă notăm cu C matricea de trecere de la B la В” atunci 


1 12 1Y)' E -1⁄2 -9/10 
С=|0 1 15| =0 1 -1⁄5 
0 0 1 0 0 1 


Deci noua bază din IR? în raport cu care f are forma canonică (6) 
TP ; 1 А 1 
este B'7(e',, ез, ез) cu e; = (1,0,0), е = (50), е; ==. 


6.11. Matricea ataşată formei pátratice f este: 


1 2 0 1 

2.3 -1 1 
А- 

0-12 2 

1 1 2 -1 
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1 2 0 
—-- 472 3 -1 =-3, 
0 -1 2 
A4 = det(A) = 12 . Cum A; z0 (0<i<4) putem aplica metoda lui Jacobi de 
aducere a lui f la forma canonică. Astfel, va exista о bază 
В" -1е),е;,е,,6) a.i. dacă y = (yi, у», уз, ya), atunci : 
Қу) = Eyi tE yty tE Ya = УГ-У251У3-1У4 
iar vectorii bazei В” se vor determina scriind : 
ei = Oanei 


1 2 
Avem ^ = 1, Ду = 1, A; 
2 3 


| далана 
е5 = 021617 02202 


ez = 031617: 0262 + 04363 


E Aert 04262 + 04363 + 044€4 
şi dacă b : RR R este polara lui f, atunci b( e! , е) = 0 pentru orice 
1 <j <i-1 şi b(e;,ei) = 1 pentru orice 1<1<4. 
Astfel, b(ej,e) = 1 — 01 = 1. 
ў го E +20, = 0 D 22 
Піп = ; 
b(e5,e,)-1 2а, + 30, =1 a --1 
b(e;,e,)=0 Q4, +20, = 0 03 = 5 
Din 4b(e;,e,)=0 => 1224, +303 – аз =0 > јаз 2-1. 
b(ei,e,)-1 -а * 204, -1 а = 1 
Ке,,е)-0 Q4, + 20,5 + Oa = 0 


b(e,,e,)=0 |22, -3а2,-адісаы-0 


Din : 
b(e4,e3)=0 (|-а, 520, * 2044, = 0 
b(e,,e,)=1 ал + -2044—0,, =l 
=i 
ад = 4 
ар-0 
=? 1 
Се 
1 
Qa, = 
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Deci е, =e = (1, 0, 0, 0), e = 2e, - e = (2, -1, 0, 0), 


22-114 
39739 3? 


js d 
Ї 


е? 3 


2 E, 1 Ї 22 
ез 0), e, = аг” 0а: + таз- gu 


-(1.0 


1 
4 > 2 4 s 
canonicá. f nu este pozitiv definitá. 


-l) sunt vectorii bazei В” în raport cu care f are forma 


6.12. Matricea lui f în raport cu baza canonică din R? este 


1 -1 0 
A-|-1 2 01. 
0 0 3 
E od 1 -1 0 
Deoarece A;-1, a, Ч бі A,=|-1 2 0-3 sunt 
0 0 3 


nenuli, putem aplica metoda lui Jacobi. Deducem cá forma canonicá in 
"TOS DN" 1 
raport cu baza B'=fe',, e, ез) va fi /(у)= yí + y> E unde 


Ор = (у, у, V3) - Se observă cá f este pozitiv definită. 

Alegând e';-a;;e; şi notând cu b polara lui f, din condiţia 
b(e'1, е) = 1 deducem cá a;;71 deci e і-е|-(1, 0, 0). 

Căutăm pe е” sub forma e'5;-05,e; ^05, iar din condiţiile 


05 705, = 0 


b(e 5, е) = 0 şi b(e >, e>) = 1 rezultă sistemul | , de unde 


-Q *205, = 
051705571, adică e';7e; te =(1, 1, 0). 
Іп sfârşit căutăm pe e’; pe sub forma е ҙ-аз161 +032€2 +аззез lar 
din condițiile b(e'5, e1) = b(e s, е) = 0 si b(e s, ез) = 1 găsim sistemul 
031 – 03) = 0 
š : 1 
— 03, +2035 = 0, ce are soluţia 031=032=0 $1 аз; = 37 


ЕРЕН = 1 


1 
Deducem cá e x= ^ ез = (0, 0, : ). 
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Deci baza В” іп raport cu care f are forma canonicá este 


, ео! 
В-(іе1, е, ез} сие=е=(1, 0, 0), e seste =(1, 1, 0) 51 е m 


1 
-(0, 0, =). 
(0,0, 5) 
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